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4.3 Dérivées d’ordre 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Programme

Espaces vectoriels de dimension finie sur R ou C. Normes. Vocabulaire de la topologie
générale : ouverts et fermés. Convergence de suites vectorielles. Compacité. Équivalence
entre compact et ”fermé borné”. Équivalence des normes. Continuité d’une application
entre espaces vectoriels normés de dimension finie. Norme d’une application linéaire.
Continuité des applications polynomiales, des applications multilinéaires.
Fonctions de plusieurs variables. Limite ponctuelle d’une fonction de plusieurs variables.
Continuité d’une fonction de plusieurs variables. Caractérisation de la continuité des
fonctions vectorielles par la continuité des fonctions coordonnées.
La différence avec la fin du chapitre précédent est l’utilisation de coordonnées.

Calcul différentiel. Différentiabilité pour les applications entre espaces vectoriels
normés de dimension finie. Différentielle et dérivées partielles. Dérivée directionnelle.
Matrice jacobienne. Applications de classe C1. Caractérisation par la continuité des
dérivées partielles. Propriétés de la différentielle : linéairité, différentielle d’une composée.
Différentielle des applications linéaires et bilinéaires. Difféomorphisme.
Cas particulier des fonctions à valeurs rélles. Dérivées partielles d’ordre 2. Théorème
de Schwarz. Matrice Hessienne. Formule de Taylor-Young à l’ordre 2. Points critiques.
Extrema locaux. Caractérisation des extrema locaux et de la convexité à l’aide de la
matrice Hessienne.
Le théorème de Schwarz est admis.

Intégrales multiples. Définition de l’intégrale sur un pavé comme intégrale itérée.
Théorème de Fubini pour les intégrales multiples. Changement de variables (calculs).
Exemple de coordonnées polaires, cylindriques, sphériques.
Le théorème de Fubini est admis et sera démontré dans le cadre de la théorie de
l’intégration de Lebesgue dans le cours ”intégration et probabilités”.

Intégrales curvilignes. Rappels sur les courbes paramétrées planes. Changement de
paramétrages. Intégrale curviligne. Invariance par changement de paramétrage. Lon-
gueur d’une courbe paramétrée régulière. Invariance par changement de paramétrage.
Paramétrage par longueur d’arc. Formule de Green-Riemann. Courbure d’une courbe
birégulière.
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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

But : généraliser la notion de limite au cas d’une fonction d’un espace vectoriel dans un
autre. Besoin de notion de proximité.
Dans K = R ou C, x est proche de y lorsque |x− y| est petit (valeur absolue ou module).
Dans un espace vectoriel quelconque, on dira que le vecteur x est proche de y lorsque
x− y sera petit, ce qu’il faut définir. On introduit donc la notion de norme, qui mesurera
la taille d’un vecteur.

Exemple 1 Dans R2,
• norme euclidienne ∥(x, y)∥2 =

√
x2 + y2

• norme ℓ1 ou de Manhattan ∥(x, y)∥1 = |x|+ |y|.

Dans tout ce chapitre, E sera un espace vectoriel sur K = R ou C. Les éléments de
E seront appelés des vecteurs. On peut additionner des vecteurs, les multiplier par un
scalaire. On travaillera beaucoup avec E = Rn = {x = (x1, x2, · · · , xn), xi ∈ R}.

1.1 Norme sur un K-espace vectoriel

1.1.1 Définition

Définition 1 Soit E un K-espace vectoriel. Une norme sur E est une application
N : E → R telle que

1. pour tout x ∈ E, N(x) ≥ 0 (positivité) ;

2. pour tout x ∈ E, N(x) = 0 ⇔ x = 0 (séparation) ;

3. pour tout x ∈ E, pour tout λ ∈ K, N(λx) = |λ|N(x) (homogénéité) ;

4. pour tout (x, y) ∈ E2, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) (inégalité triangulaire).

E muni d’une norme N est appelé espace vectoriel normé et noté (E,N). Dans ce cours,
on écrira evn pour ”espace vectoriel normé”.

On a en fait une cinquième propriété : N est une application de E dans R bien définie.

Remarque 1 Si N est une norme sur l’espace vectoriel E, alors
— ∀x ∈ E, N(−x) = N(x) ;
— ∀x, y ∈ E, N(x− y) ≤ N(x) +N(y) ;

— ∀x, y ∈ E, |N(x)−N(y)| ≤

{
N(x− y)

N(x+ y)
.

Cette dernière propriété sera très utile dans la pratique.
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1.1.2 Exemples

Normes sur Kn

• E = R muni de la valeur absolue est un evn sur R.
• E = C muni du module est un evn sur C.
• Sur E = Rn ou Cn on définit la norme 1 par

∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| si x = (x1, · · · , xn).

(E, ∥ · ∥1) est un evn.

Démonstration
• Positivité : ∥ · ∥1 est clairement une application bien définie sur Kn à valeurs dans R+.
• Séparabilité : Si x ∈ Kn et ∥x∥1 = 0 alors comme une somme de termes positifs ne peut
être nulle que si chaque terme est nul, on a |xi| = 0 donc xi = 0 pour tout i ∈ [1, n] et
donc x = 0.
• Homogénéité : Si x ∈ Kn et λ ∈ K alors pour tout i ∈ [1, n], |λxi| = λ||xi| donc

∥λx∥1 =
n∑
i=1

|λxi| = |λ|
n∑
i=1

|xi| = |λ|∥x∥1.

• Inégalité triangulaire : Si x, y ∈ Kn alors pour tout i ∈ [1, n], |xi + yi| ≤ |xi|+ |yi| donc

∥x+ y∥1 =
n∑
i=1

|xi + yi| ≤
n∑
i=1

(|xi|+ |yi|) =
n∑
i=1

|xi|+
n∑
i=1

|yi| = |∥x∥1 + ∥y∥1.

• Sur E = Rn ou Cn, on définit la norme infinie par

∥x∥∞ =
n

max
i=1

|xi| si x = (x1, · · · , xn).

(E, ∥ · ∥∞) est un evn.
Démonstration

Très similaire à la prédente. À savoir faire (cf TD).

• L’application
N : Rn −→ R+

(x1, · · · , xn) 7−→ min{|xi|, 1 ≤ i ≤ n} , n’est pas une norme.

Démonstration

N(1, 0, · · · , 0) = 0 et pourtant (1, 0 · · · , 0) n’est pas le vecteur nul, la séparabilité n’est

pas vérifiée.

Normes dérivées d’un produit scalaire

Théorème 1 Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩. Alors l’applica-
tion N : E → R définie par N(x) =

√
⟨x, x⟩ définit une norme sur E. On l’appelle norme

dérivée du produit scalaire.

Exemple 2 Dans Rn, la norme ∥ · ∥2 est dérivée du produit scalaire ⟨x, y⟩ =
∑n

i=1 xiyi.

Pour démontrer ce théorème on aura besoin de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (qui est très
utile en soit et doit être connue).
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Lemme 1 (inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire ⟨·, ·⟩ et N la norme dérivée de ce produit scalaire. Alors pour tout (x, y) ∈ E2,

|⟨x, y⟩| ≤ N(x)N(y).

Démonstration du lemme. Très jolie démonstration ! On la fait dans le cas plus simple K = R.

Soient x, y ∈ E2. On considère l’application P :
R → R
λ 7→ N(λx+ y)2

.

Pour tout λ ∈ R, P (λ) ≥ 0 par positivité du produit scalaire. On a de plus, par symétrie et
bilinéarité du produit scalaire

P (λ) = N(λx+y)2 = ⟨λx+y, λx+y⟩ = λ2⟨x, x⟩+2λ⟨x, y⟩+⟨y, y⟩ = λ2N(x)2+2λ⟨x, y⟩+N(y)2.

Ainsi P est une application polynomiale de degré 2 qui ne change pas de signe sur R donc son

discriminant ∆ = 4⟨x, y⟩2 − 4(N(x)N(y))2 est négatif ou nul, i.e. |⟨x, y⟩| ≤ N(x)N(y).

Exemple 3 Dans Rn, l’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

x2i

√√√√ n∑
i=1

y2i .

Démonstration du théorème dans le cas K = R (le cas K = C est un peu plus
technique, il faut prendre garde aux conjugués)
• N est clairement une application bien définie sur E à valeurs dans R+. La positivité est
vérifiée car induite par la positivité du produit scalaire.
• Si x ∈ E et N(x) = 0 alors, le produit scalaire étant défini positif, x = 0. La séparabilité
est vérifiée.
• Si x ∈ E et λ ∈ R alors par bilinárité du produit scalaire, on a

N(λx)2 = ⟨λx, λx⟩ = λ2⟨x, x⟩ = |λ|2N(x)2

et l’homogénéité est vérifiée en prenant la racine carrée car N(x) ≥ 0.
• Si x, y ∈ E alors par bilinéarité et symétrie du produit scalaire

N(x+ y)2 = ⟨x+ y, x+ y⟩ = N(x)2 + 2⟨x, y⟩+N(y)2.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, 2⟨x, y⟩ ≤ 2N(x)N(y) et donc

N(x+ y)2 ≤ N(x)2 + 2N(x)N(y) +N(y)2 = (N(x) +N(y))2.

Un passage à la racine carrée permet de montrer que l’inégalité triangulaire est vérifiée

(tous les termes sont poisitifs).

Exemple 4 • Rn muni de la norme 2 ou norme euclidienne définie par ∥x∥2 =√
x21 + · · ·+ x2n est un evn.

• Cn muni de la norme 2 ou norme euclidienne définie par ∥x∥2 =
√

|x1|2 + · · ·+ |xn|2
est un evn.
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Normes sur un espace vectoriel de dimension finie

On verra en TD que si p ∈ [1,+∞[ et si ∥ · ∥p : Kn → R est définie par

∥x∥p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

alors (Kn, ∥ · ∥p) est un evn.
Sur un espace vectoriel E de dimension finie n, on peut en choisissant une base(e1, · · · , en),
identifier E à Kn. On définit alors une norme Np sur E par

Np(x) = ∥(x1, · · · , xn)∥p avec x = x1e1 + · · ·+ xnen.

Exemple 5 • On peut identifier Mn(R) à Rn2
et on obtient que l’application

M = (ai,j)(i,j)∈[1,n]2 7→ max{|ai,j|, (i, j) ∈ [1, n]2}

définit une norme sur Mn(R).
• Si p ≥ 1, l’application

M = (ai,j)(i,j)∈[1,n]2 7→

 ∑
(i,j)∈[1,n]2

|ai,j|p
1/p

définit une norme sur Mn(R).

Normes induites, norme produit

Proposition 1 Si F est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel normé (E,N), alors
F muni de la norme induite NF est un espace vectoriel normé.

Proposition 2 Si (E1, N1), · · · , (Ek, Nk) sont des espaces vectoriels normés sur K alors
E = E1 × · · · × Ek muni de N définie par N(x1, · · · , xn) = maxni=1Ni(xi) est un espace
vectoriel normé.

Démonstration
• N est clairement une application bien définie sur Ek à valeurs dans R+. La positivité est
vérifiée.
• Si x ∈ Ek et N(x) = 0 alors comme un maximum de termes positifs ne peut être nul que
si chaque terme est nul, on a Ni(xi) = 0 donc xi = 0 pour tout i ∈ [1, k] et donc x = 0. La
séparabilité est vérifiée.
• Si x ∈ Ek et λ ∈ K alors pour tout i ∈ [1, k], Ni(λxi) = λNi(xi) donc

N(λx) =
k

max
i=1

Ni(λxi) =
k

max
i=1

|λ|Ni(xi) = |λ| k
max
i=1

Ni(xi) = |λ|N(x)

et l’homogénéité est vérifiée.
• Si x, y ∈ Ek alors pour tout i ∈ [1, k], Ni(xi + yi) ≤ Ni(xi) +Ni(yi) donc

N(x+ y) =
k

max
i=1

Ni(xi+ yi) ≤
k

max
i=1

(Ni(xi) +Ni(yi)) ≤
k

max
i=1

Ni(xi) +
k

max
i=1

Ni(yi) = N(x) +N(y)

et l’inégalité triangulaire est vérifiée.
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Incursion en dimension infinie

Soit E l’espace vectoriel des applications continues du segment [a, b] dans K.

• N1(f) =
∫ b
a
|f(t)|dt définit une norme sur E.

Démonstration

• N1 est clairement une application bien définie sur E à valeurs dans R+. La positivité est

vérifiée.

• Si f ∈ E et N1(f) = 0 alors comme |f | est positive et continue, on a f nulle sur [0, 1].

On peut le montrer en raisonnant par l’absurde et en supposant que |f(c)| > 0 pour un certain

c ∈ [0, 1] et par continuité il existera un intervalle non réduit à un point de [0, 1] sur lequel |f |
sera ≥ |f(c)|/2 ce qui impliquera la positivité stricte de N1(f).

On peut aussi appliquer le théorème fondamental du calcul intégral vu en analyse 2 : la fonction

F : x 7→
∫ x
0 |f(t)|dt est de classe C1 sur [0, 1] de dérivée |f | positive et donc elle est croissante.

Comme F (0) = 0 = F (1), la fonction F est nulle et donc sa dérivée |f | aussi. La séparabilité

est vérifiée.

• L’homogénéité et l’inégalité triangulaire découlent de la linéarité de l’intervalle et des

propriétés (homogénéité et inégalité triangulaire) de la valeur absolue.

• N2(f) =
(∫ b

a
|f(t)|2dt

)1/2
définit une norme sur E qui provient du produit scalaire

⟨f, g⟩ =
∫ b
a
f(t)g(t)dt.

Démonstration

On vérifie que l’on a bien un produit scalaire.

• N∞(f) = maxt∈[a,b] |f(t)| définit une norme sur E.

Démonstration

À faire en exercice.

• Pour p ≥ 1, Np(f) =
(∫ b

a
|f(t)|pdt

)1/p
définit une norme sur E (admis).

• N1 et N2 ne sont pas des normes sur l’espaces vectoriel des fonctions de [a, b] dans K.
Démonstration

C’est la séparabilité qui n’est pas vérifiée. L’intégrale d’une fonction nulle partout sauf en 1/2

où elle vaut 1 est nulle mais la fonction n’est pas nulle.

1.1.3 Boules associées à une norme

Définition 2 Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit x ∈ E et R ≥ 0 un réel.
On appelle boule ouverte de centre x et de rayon R l’ensemble

B(x,R) = {y ∈ E : N(x− y) < R}.

On appelle boule fermée de centre x et de rayon R l’ensemble

B(x,R) = {y ∈ E : N(x− y) ≤ R}.

Exemple 6 • B(x, 0) = ∅ et B(x, 0) = {x}.
• Dans (R, | · |), B(x,R) =]x−R, x+R[ et B(x,R) = [x−R, x+R].
• Dans (R2, ∥ · ∥2), B(x,R) est le disque ouvert de centre x et de rayon R et B(x,R) le
disque fermé.
• Dans (R3, ∥ · ∥2), B(x,R) est la sphère ouverte de centre x et de rayon R et B(x,R) la
sphère fermée... mais en général une boule n’est pas ronde !
• Dans (R2, ∥ · ∥∞) ou (R2, ∥ · ∥1), les boules sont des carrés !
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Remarque 2 B(0, R) = RB(0, 1) mais B(x,R) ̸= RB(x, 1) si x ̸= 0.
Plus généralement B(x,R) = x+RB(0, 1).

Définition 3 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. On dit que A est bornée si il
existe une boule B(x,R) qui contient A.

1.1.4 Normes équivalentes

Définition 4 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes N1 et N2. On dit que N1

et N2 sont équivalentes sur E si il existe des constantes α et β strictement positives telles
que

∀x ∈ E, αN1(x) ≤ N2(x) ≤ βN1(x). (1.1)

Proposition 3 Cette relation est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes
sur E (elle est symétrique, transitive et réflexive).

Proposition 4 Si N1 et N2 sont deux normes équivalentes sur E, alors toute partie de
E bornée pour N1 est bornée pour N2.

Remarque 3 La propriété (1.1) est équivalente à l’inclusion

BN1(0, 1/β) ⊂ BN2(0, 1) ⊂ BN1(0, 1/α)

donc N1 et N2 sont équivalentes si et seulement si BN2(0, 1) est contenu dans une boule
de centre 0 pour N1 et contient une boule de centre 0 pour N1.

Exemple 7 • Dans R2 les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes et on a

B∥·∥∞(0, 1/2) ⊂ B∥·∥1(0, 1) ⊂ B∥·∥2(0, 1) ⊂ B∥·∥∞(0, 1).

0 1−1

1

−1

B∞(0, 1)

B∞(0, 1/2)

B1(0, 1)B2(0, 1)

• Dans Rn, les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes et on a

∀x ∈ Rn, ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤ n∥x∥∞.
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Démonstration
Soit x ∈ Rn. Alors

∥x∥∞ =
n

max
i=1

|xi| =
(

n
max
i=1

|xi|2
)1/2

≤

(
n∑
i=1

|xi|2
)1/2

= ∥x∥2.

De plus ∥x∥21 = (
∑n

i=1 |xi|)
2 ≥

∑n
i=1 |xi|2 donc

∥x∥2 ≤ ∥x∥1 =

(
n∑
i=1

|xi|

)
≤ n∥x∥∞.

On démontrera plus loin dans ce cours le théorème essentiel suivant.

Théorème 2 Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors les normes sur E sont
toutes équivalentes.

Remarque 4 C’est faux en dimension infinie. Par exemple si pour n ∈ N∗, fn est définie
par fn(x) =

(
1
n
− x
)
n21[0,1/n](x) pour x ∈ [0, 1], alors la partie A = {fn, n ≥ 1} est incluse

dans l’espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [0, 1].

• A est bornée pour N1 car N1(fn) =
∫ 1/n

0

(
1
n
− x
)
n2dx = 1

2
;

• A n’est pas bornée pour N∞ car N∞(fn) = n.
Les norme N1 et N∞ ne sont donc pas équivalentes.

1.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Définition 5 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que A
est ouverte ou que A est un ouvert si

∀x ∈ A, ∃ε > 0 : B(x, ε) ⊂ A.

Exemple 8 ∅ et E sont des ouverts.
Dans (R, | · |), ]−∞, 2[ est ouvert mais ]− 1, 2] ne l’est pas.
Démonstration

]−∞, 2[ est ouvert car si x ∈]−∞, 2[ alors 2− x > 0 et B(x, 2− x) ⊂]−∞, 2[.

]−1, 2] n’est pas ouvert car pour tout ϵ > 0, ]−1, 2]∩B(2, ϵ) ̸⊂]−1, 2] puisque ]2, 2+ ϵ[⊂ B(2, ϵ)

et ]2, 2 + ϵ[∩]− 1, 2] = ∅.

Proposition 5 Dans (R, | · |), les intervalles ouverts sont les intervalles de la forme ]a, b[
avec −∞ ≤ a ≤ b ≤ +∞.

Proposition 6 Deux normes équivalentes définissent les mêmes ouverts.

Proposition 7 Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration

Cela provient de l’inclusion B(x,R−N(a−x)) ⊂ B(a,R) si x ∈ B(a,R).

Proposition 8 1. Une union arbitraire d’ouverts est un ouvert.

2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
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Démonstration

1. Soit (Oi)i∈I une famille d’ouverts de E, O =
⋃
i ∈ IOi et x ∈ O. Alors Il existe i ∈ I tel

que x ∈ Oi. Comme Oi est ouvert, il existe ϵ > 0 tel que B(x, ϵ) ⊂ Oi ⊂ O. O est donc
bien ouvert.

2. Soit (Oi)1≤i≤n une famille finie d’ouverts de E, O = O1 ∩ O2 · · · ∩ On et x ∈ O. Alors
pour tout i ∈ [1, n], x ∈ Oi. Comme Oi est ouvert, il existe ϵi > 0 tel que B(x, ϵ) ⊂ Oi.
Notons ϵ = minni=1 ϵi. Alors ϵ > 0 et pour tout i ∈ [1, n], B(x, ϵ) ⊂ B(x, ϵi) ⊂ Oi donc
B(x, ϵ) ⊂ O et O est donc bien ouvert.

Exemple 9 Dans (R, | · |), ]−∞, 1[∪]2, 6[ est ouvert.
Dans (R2, || · ∥2), B(0, 1) ∩B((1/2, 0), 1) est ouvert.

Attention ! Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement ouverte.

Exemple 10 {0} = ∩n∈N∗
]
− 1
n
, 1
n

[
n’est pas un ouvert de (R, | · |)

Définition 6 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. On dit que A est fermée ou que
A est un fermé si le complémentaire E \ A de A dans E est un ouvert.

Exemple 11 ∅ et E sont des fermés.
Dans (R, | · |), ]−∞, a] ∪ [b,+∞[ est fermé, [a, b] aussi mais ]a, b] ne l’est pas si a < b.
Attention ! Certains ensembles ne sont ni ouverts, ni fermés ; E et ∅ sont à la fois ouverts
et fermés.

Proposition 9 1. Une intersection arbitraire de fermés est un fermé.

2. Une réunion finie de fermés est un fermé.

Exemple 12 Dans (R, | · |), ]−∞, 1] ∪ [2, 6] est fermé.
Dans (R2, || · ∥2), B(0, 1) ∩B((1/2, 0), 1) est fermé.

Définition 7 Soit (E,N) un evn et A une partie de E.

1. L’adhérence de A, notée A est le plus petit fermé (au sens de l’inclusion) de E
contenant A. C’est l’intersection de tous les fermés de E contenant A.

2. L’intérieur de A, noté
◦
A est le plus grand ouvert de E contenu dans A. C’est la

réunion de tous les ouverts contenus dans A.

3. La frontière de A ou bord de A, notée ∂A est l’adhérence de A privée de son
intérieur.

Exemple 13 1. Si A = [a, b[⊂ R (a, b ∈ R, a < b), alors A = [a, b],
◦
A =]a, b[ et

∂A = {a, b}.
2. Si F est fermé, l’adhérence de F est F .

3. Si O est ouvert, l’intérieur de O est O.

4. Si A = B(x,R), alors A = A,
◦
A = B(x,R) et ∂A = C(x,R).

5. Si A =
{

1
n
, n ≥ 1

}
, alors A = A ∪ {0},

◦
A = ∅ et ∂A = A.

6. Si A =
{
(x, sin

(
1
x

)
, x > 0

}
, alors A = A ∪ ({0} × [−1, 1]),

◦
A = ∅ et ∂A = A.
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Proposition 10 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. Alors

1.
◦
A ⊂ A ⊂ A ;

2. A fermé ⇔ A = A ;

3. A ouvert ⇔ A =
◦
A.

Définition 8 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. On dit que A est dense dans E
si E = A.

Exemple 14 Q est dense dans R, R \Q est dense dans R (admis).

1.3 Suites et limites

Soit (E,N) un evn.

Définition 9 Soit (un)n une suite de E et ℓ ∈ E. On dit que (un)n converge vers ℓ pour
la norme N et on note limn→∞ un = ℓ si limn→+∞N(un − ℓ) = 0, i.e. si

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, N(un − ℓ) < ε i.e. un ∈ B(ℓ, ε).

Exemple 15 Dans (R2, ∥ · ∥1), la suite
(

ln(n)
n
, 1
n

)
n≥1

converge vers (0, 0).

Proposition 11 Toute suite convergente est bornée.

Proposition 12 Soient N1 et N2 deux normes sur E. Si les normes N1 et N2 sont
équivalentes alors pour toute suite (un)n de E et tout vecteur ℓ de E, (un)n converge
vers ℓ pour N1 si et seulement si (un)n converge vers ℓ pour N2.

Démonstration

Soit (un)n une suite convergeant vers ℓ pour la norme N1. Soit α > 0 tel que N2 ≤ αN1.

Soit ϵ > 0. Il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, N1(un − ℓ) ≤ ϵ/α.

On a donc pour n ≥ n0, N2(un − ℓ) ≤ αN1(un − ℓ) ≤ ϵ.

Ainsi (un)n converge vers ℓ pour N2.

La réciproque s’obtient en échangeant les rôles de N1 et N2.

Attention ! C’est faux si les normes ne sont pas équivalentes.
Par exemple, si fn(x) = n

(
1
n
− x
)
1[0,1/n](x) pour x ∈ [0, 1] alors la suite de fonctions

continues (fn) converge vers la fonction nulle en norme 1 mais ne converge pas pour la
norme infinie.
Démonstration

N1(fn) =

∫ 1

0
|fn(x)|dx = n

∫ 1/n

0

(
1

n
− x

)
dx = n

[
x

n
− x2

2

]1/n
0

= n

(
1

n2
− 1

2n2

)
=

1

2n

et cette suite converge bien vers 0.

N∞(fn − ℓ) = max (|1− ℓ|, |ℓ|) ≥ 1
2 donc (fn)n ne converge pas pour la norme infinie.

Proposition 13 Dans RN , une suite (xn)n converge vers ℓ ∈ RN pour la norme ∥ · ∥1 si
et seulement si elle converge vers ℓ pour ∥ · ∥2 si et seulement si elle converge vers ℓ pour
∥ · ∥∞. En particulier, (xn)n converge vers ℓ ∈ RN pour la norme ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 ou ∥ · ∥∞ si
et seulement si les suites de ses coordonnées convergent dans R.
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Plus généralement, si on suppose l’équivalence des normes sur RN , une suite (xn)n
converge vers ℓ pour l’une des normes de RN si et seulement si les suites des coordonnées
dans une base quelconque convergent dans R vers les coordonnées de ℓ dans cette même
base.

Démonstration Par équivalence des normes 1, 2 et infinie sur RN , la proposition 12 donne la

première assertion. Comme les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes sur Rn. On munit Rn de

la norme infinie. La convergence d’une suite de Rn vers un vecteur de Rn est alors clairement

équivalente à la convergence de chaque suite des coordonnées vers la coordonnée de la limite.

Lemme 2 Soit A une partie d’un evn E. Alors a ∈ A si et seulement si pour tout ε > 0,
B(a, ε) ∩ A ̸= ∅.

Démonstration
— Soit a ∈ A. Soit ϵ > 0. Si B(a, ε) ∩ A = ∅, alors A \ B(a, ε) = A ∩ (E \ B(a, ε)) est un

fermé de E (en tant qu’intersection de deux fermés de E) qui contient A donc il contient
le plus petit fermé de E contenant A, i.e. A. Mais a ∈ A et a ̸∈ A\B(a, ε). C’est absurde.

— Si a ̸∈ F = A alors il existe une boule centrée en a qui n’intersecte pas F (le
complémentaire de F est ouvert) donc pas A. Ainsi il existe ε > 0 tel que B(a, ε)∩A = ∅.
Par contraposée on a la seconde implication.

Proposition 14 Soit A une partie d’un evn E. Alors a ∈ A si et seulement si il existe
une suite (xn)n de A qui converge vers a.

Démonstration
— Soit a ∈ A. Soit n ∈ N∗. Alors B(a, 1/n) ∩ A ̸= ∅ par la proposition précédente donc on

peut choisir xn dans cette intersection et on a ∥xn − a∥ ≤ 1/n. On a donc construit une
suite (xn)n de A qui converge vers a.

— S’il existe une suite (xn)n de A qui converge vers a, alors pour tout ϵ > 0, il existe n tel
que xn ∈ B(a, ϵ) et donc B(a, ε) ∩A ̸= ∅. Par la proposition précédente, a ∈ A.

Corollaire 1 Soit A une partie d’un evn E. A est fermée si et seulement si toute suite
convergente de A converge vers un élément de A.

Démonstration A est fermée si et seulement si A ⊂ A si et seulement si toute suite convergente

de A converge vers un élément de A par la proposition précédente.

Exemple 16 Dans R2, [1, 2[×[0, 1] n’est pas fermé car (2 − 1/n, 1/2)n converge vers
(2, 1/2).

Corollaire 2 Soient A1, · · ·An des parties de R. Le sous-ensemble A = A1×· · ·×An est
fermé (respectivement ouvert) dans Rn muni de la norme 1, 2 ou infinie si et seulement
si pour tout i ∈ [1, n], Ai est un fermé (respectivement un ouvert) de R.

Démonstration Découle de la proposition 13 et du corollaire.



Chapitre 2

Applications continues

2.1 Continuité, limite

2.1.1 Limite

Soient (E,N) et (F,N ′) deux evn. Soit A une partie de E et f : A→ F une application.

Définition 10 Soit a ∈ A. On dit que f admet une limite en a s’il existe y ∈ F tel que

∀ε > 0, ∃η > 0 tel que ∀x ∈ A, N(x− a) < η ⇒ N ′(f(x)− y) < ε. (2.1)

Remarque 5 1. a ∈ A⇒ ∀ε > 0, ∃x ∈ A : N(x− a) < η.

2. Pour des normes N et N ′ fixées, on a unicité de la limite y lorsqu’elle existe. On
écrit alors

y = lim
x→a,
x∈A

f(x).

3. (2.1) se réécrit ∀ε > 0, ∃η > 0 tel que f(BN(a, η) ∩ A) ⊂ BN ′(y, ε).

4. Si y = limx→a,
x∈A

f(x) et B ⊂ A avec a ∈ B, alors y = limx→a,
x∈B

f(x).

En particulier, pour montrer que f n’admet pas de limite en a, il suffit de trouver
deux sous-ensembles B et B′ de A tels que a ∈ B ∩B′ et

lim
x→a,
x∈B

f(x) ̸= lim
x→a,
x∈B′

f(x).

5. On peut définir la limite épointée de f en a si a ∈ A comme lim x→a,
x∈A\{a}

f(x).

Si cette limite épointée existe alors limx→a,
x∈A

f(x) existe si et seulement si f(a) =

lim x→a,
x∈A\{a}

f(x).

Exemple 17 1. Si E = F = R, on retrouve la notion usuelle de limite.

2. Si f :

{
R2 \ {(0, 0)} → R

(x, y) 7→ x2+2y2

x2+y2
alors limx→0 f(x, 0) = 1 ̸= limy→0 f(0, y) = 2

donc f n’admet pas de limite (même épointée) en (0, 0).
Dans cet exemple

lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) ̸= lim
y→0

lim
x→0

f(x, y).

Attention ! Pour démontrer l’existence d’une limite dans Rn, il ne suffit pas de prendre la
limite coordonnée par coordonnée.

19
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Exemple 18 Si f :

{
R2 \ {(0, 0)} → R

(x, y) 7→ xy
x2+y2

, alors

limx→0 f(x, 0) = 0 = limy→0 f(0, y) mais limx→0 f(x, x) = 1/2 donc f n’admet pas de
limite en (0, 0).

Proposition 15 Soit A = A1 ∪ · · · ∪ An une partie de E et a ∈ A1 ∩ · · · ∩ An. Soit
f : A→ F une application. Si pour tout i ∈ [1, n], limx→a

x∈Ai
f(x) = ℓ, alors f admet ℓ pour

limite en a.

Attention ! Si A =
⋃
i≥1Ai, la conclusion n’est plus nécessairement vraie, il faut que

l’union soit finie.

Exemple 19 Soit A = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 : (x− 1)2 + y2 < 1}.

Si f :


R2 → R

(x, y) 7→

{
1 si (x, y) ∈ A

0 sinon.

, alors pour tout λ ∈ R, limx→0 f(x, λx) = 1 et

limy→0 f(0, y) = 1 donc la limite de f en (0, 0) sur toutes les droites passant par l’origine
est égale à 1. Pourtant

lim
(x,y)→(0,0)

(x−2)2+y2=4,(x,y)̸=(0,0)

f(x, y) = 0

donc f n’admet pas de limite en (0, 0).

Proposition 16 Si F est de dimension finie et (f1, · · · , fn) est une base de F et si
g : A ⊂ E → F , alors en écrivant g(x) = g1(x)f1 + · · · gn(x)fn, on définit des fonctions
gi : A ⊂ E → K et on a

∀i ∈ [1, n], lim
x→a

gi(x) = ℓi où ℓ = ℓ1f1 + · · ·+ ℓnfn ⇒ lim
x→a

g(x) = ℓ.

Si on suppose démontrée l’équivalence des normes en dimension finie alors c’est une
équivalence.

Démonstration
On utilise

NF (g(x)−ℓ) = NF

(
n∑
i=1

(gi(x)− ℓi)fi

)
≤

n∑
i=1

|gi(x)−ℓi|NF (fi) ≤
n

max
i=1

|gi(x)−ℓi|
n∑
i=1

NF (fi).

Si on suppose l’équivalence des normes alors on utilise la norme N∞ définie par

N∞(y1f1 + · · ·+ ynfn) =
n

max
i=1

|yi|

pour démontrer l’autre implication.

Exemple 20 Si f :
R2 → R2

(x, y) 7→ (2x+ 3y, 2xy)
, alors lim(x,y)→(1,0) f(x, y) = (2, 0).

Attention ! Pour déterminer la limite d’une fonction de Rn dans Rm, on peut se ramener
à la recherche de m limites de fonctions de Rn dans R mais on ne peut pas se ramener
à des limites de R dans R. Il ne suffit pas de séparer les coordonnées dans l’ensemble de
départ sauf pour montrer qu’une limite n’existe pas.
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Proposition 17 (Caractérisation séquentielle de la limite) La fonction f : A ⊂
E → F admet ℓ pour limite en a si et seulement si pour toute suite (xn)n de A qui
converge vers a, la suite (f(xn))n converge vers ℓ.

Démonstration
— Soient f : A → F admettant ℓ pour limite en a et (xn)n une suite de A qui

converge vers a. Soit ϵ > 0. Il existe α > 0 tel que pour tout x ∈ A ∩ BE(a, α),
f(x) ∈ BF (ℓ, ϵ). Il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N , NE(xn − a) < α. On a
donc pour n ≥ N , xn ∈ BE(a, α) donc f(xn) ∈ BF (ℓ, ϵ). Ainsi limn→∞ f(xn) = ℓ.

— Soit f : A → F n’admettant pas ℓ pour limite en a. Alors il existe ϵ > 0 tel que
pour tout n ∈ N∗, il existe xn ∈ A tel que NE(xn − a) ≤ 1

n et NF (f(xn)− ℓ) ≥ ϵ.
Ainsi la suite (xn)n converge dans A vers a et (f(xn))n ne converge pas vers ℓ. Par
contraposée on a montré la réciproque.

Exemple 21 La fonction f :
R2 → R

(x, y) 7→ x sin(1/y)
n’admet pas de limite en (1, 0).

Démonstration

Si yn = 1
πn , alors limn→∞ f(1, yn) = 0 mais si y′n = 1

π(2n+1/2) , alors limn→∞ f(1, y′n) = 1

alors que limn→∞ yn = limn→∞ y′n = 0.

Proposition 18 Si f et g ont une limite ℓ et ℓ′ en a, alors
• f + g admet ℓ+ ℓ′ pour limite en a ;
• pour tout λ ∈ K, λf admet λℓ pour limite en a.
Si de plus f et g sont à valeurs dans K, alors
• fg admet ℓℓ′ pour limite en a ;
• si de plus g ne s’annule pas sur A et si ℓ′ ̸= 0, f/g admet ℓ/ℓ′ pour limite en a.
• Si f : A ⊂ E → F et h : B ⊂ F → H avec a ∈ A, f(A) ⊂ B, limx→a f(x) = b ∈ B et
limy→b h(y) = ℓ, alors h ◦ f admet ℓ pour limite en a.

2.1.2 Continuité

Soient (E,N) et (F,N ′) deux evn. Soit A une partie de E et f : A→ F une application.

Définition 11 Soit a ∈ A. On dit que f est continue en a si limx→a
x∈A

f(x) existe (dans ce

cas, elle vaut f(a) car a ∈ A ∩B(a, η) pour tout η > 0), i.e. si

∀ε > 0, ∃η > 0 tel que ∀x ∈ A, N(x− a) < η ⇒ N ′(f(x)− f(a)) < ε.

On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Exemple 22 1. La norme N définie une application continue de (E,N) dans (R, |·|)
car |N(x)−N(a)| ≤ N(x− a).

2. Définition 12 Soit k un réel positif. Une application f : A → F est k-
Lipschitzienne si pour tous x, x′ ∈ A,

N ′(f(x)− f(x′)) ≤ kN(x− x′).

Si f est Lipschitzienne alors elle est continue.

3. Soit a ∈ E. L’application f :
E → R
x 7→ N(x− a)

est continue car 1-Lipschitzienne.
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4. Supposons E muni de deux normes N1 et N2. L’application idE : (E,N1) → (E,N2)
est continue si et seulement si il existe c > 0 tel que ∀x ∈ E, N2(x) ≤ cN1(x).
Elle est donc bicontinue si et seulement si les normes N1 et N2 sont équivalentes.
Démonstration
La récriproque est claire car une fonction Lipschitzienne est continue et
si ∀x ∈ E, N2(x) ≤ cN1(x), alors idE : (E,N1) → (E,N2) est Lipschitzienne
car |N2(x)−N2(y)| ≤ N2(x− y) ≤ cN1(x− y).
Si idE : (E,N1) → (E,N2) est continue en 0 alors il existe α > 0 tel que pour tout y ∈ E,
N1(y) ≤ α⇒ N2(y) ≤ 1. On a donc pour tout x ∈ E \ {0},

α

N1(x)
N2(x) = N2

(
αx

N1(x)

)
≤ 1 i.e. N2(x) ≤

1

α
N1(x).

5. Si E est un evn de dimension finie et si (e1, · · · , en) est une base de E, alors
pour tout i ∈ [1, n], l’application fi : E → K qui à x = x1e1 + · · · + xnen ∈ E
associe la ième coordonnée xi est continue pour la norme N∞ définie par N∞(x) =
maxni=1 |xi|.

2.1.3 Lien entre tolopogie et continuité

Théorème 3 Une application f : (E,N) → (F,N ′) est continue si et seulement si pour
tout ouvert O de F , f−1(O) est un ouvert de E.

Démonstration
— Supposons f continue sur E. Soit O un ouvert de F . Soit a ∈ f−1(O). Alors f(a) ∈ O et

il existe ϵ > 0 tel que B(f(a), ϵ) ⊂ O. Comme limx→a f(x) = f(a) puisque f est continue,
il existe α > 0 tel que pour tout x ∈ E, NE(x − a) < α ⇒ NF (f(x) − f(a)) < ϵ. Ainsi
x ∈ BE(a, α) ⇒ f(x) ∈ B(f(a), ϵ) ⊂ O donc BE(a, α) ⊂ f−1(O). f−1(O) est bien un
ouvert.

— Supposons que pour tout ouvert O de F , f−1(O) est un ouvert de E. Soit a ∈ E et ϵ > 0.
B(f(a), ϵ) est un ouvert de F donc f−1(B(f(a), ϵ)) est un ouvert de E et il existe α > 0
tel que B(a, α) ⊂ f−1(B(f(a), ϵ)). Ainsi pour tout x ∈ E tel que NE(x − a) < α, on a
f(x) ∈ B(f(a), ϵ) donc NF (f(x)− f(a)) < ϵ. On a bien f continue en a.

Remarque 6 Cette propriété permet de donner une définition de la continuité qui se
généralise aux espaces topologiques, on n’a pas besoin de normes.

Exemple 23 L’ensemble E = {(x, y) ∈ R2 : x > y} est ouvert car c’est l’image
réciproque de l’ouvert ]0,+∞[ de R par l’application continue

f :

{
R2 → R

(x, y) 7→ x− y

Corollaire 3 f est continue sur E si et seulement si pour tout fermé B de F , f−1(B)
est un fermé de E.

Démonstration B est un fermé de F ssi F \ B est un ouvert de E. De plus f−1(F \ B) =

E \ f−1(B).

On utilise la caractérisation avec les ouverts pour obtenir celle avec les fermés.

Proposition 19 Soit f : A ⊂ E → F une application et soit a ∈ A. f est continue en
a si et seulement si pour toute suite (xn)n de A qui converge vers a, la suite (f(xn))n
converge vers f(a).
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Démonstration Provient de la caractérisation séquentielle de la limite et de la définition de la

continuité.

2.1.4 Exemples de fonctions continues

Proposition 20 Soient E,F,G des espaces vectoriels normés. Soit A une partie de E et
a ∈ A.

1. Si f : A ⊂ E → F est continue en a et g : F → G est continue en f(a), alors g ◦ f
est continue en a.

2. Si f, g : A ⊂ E → F sont continues en a, alors pour tous λ, µ ∈ K, λf + µg est
continue en a.

3. Si f : A ⊂ E → F et φ : A ⊂ E → K sont continues en a, alors φ · f est continue
en a.

Corollaire 4 1. Tout polynôme sur Kn, i.e. toute application f :{
Kn → K

(x1, · · · , xn) 7→
∑

0≤ki≤N αk1,··· ,knx
k1
1 · · ·xknn

est continue sur Kn.

2. f : Kn → Km est continue pour une norme équivalente à la norme infinie si et
seulement si pour tout j ∈ [1,m], fj est continue.

Exemple 24 Les fonctions f : A ⊂ Kn → Km dont les fonctions coordonnées fj s’ex-
priment comme des sommes, produits, quotients, composées de fonctions usuelles conti-
nues en les coordonnées sont continues sur leur ensemble de définition.
Par exemple la fonction

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (ln(x2 + y2), sin(xy)e2y)

est continue sur R2 \ {(0, 0)}.

Exemple 25 L’application déterminant de Mn(R) dans R est continue car polynomiale
en les coefficients de la matrice.
L’ensemble GLn(R) est donc ouvert en tant qu’image réciproque par cette application de
l’ouvert R∗ de R.

Proposition 21 Si E est muni de deux normes N1 et N2 équivalentes, F est muni de
deux normes N ′

1 et N ′
2 équivalentes, alors f : A → F est continue pour N1, N

′
1 si et

seulement si f est continue pour N2, N
′
2.

Démonstration On compose des applications continues (l’identité de E et celle de F avec les

normes correspondantes et la fonction f).

2.2 Applications linéaires continues

Soient (E,NE) et (F,NF ) deux evn. On note L(E,F ) l’espace vectoriel des applications
linéaires de E vers F .
Rappel : φ : E → F est linéaire ssi

∀λ ∈ K,∀x, y ∈ E,φ(λx+ y) = λφ(x) + φ(y).
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Théorème 4 Soit φ ∈ L(E,F ). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. φ est continue ;

2. φ est continue en 0 ;

3. ∃M > 0,∀x ∈ E ∥φ(x)∥F ≤M∥x∥E ;

4. φ est bornée sur BE(0, 1) ;

5. φ est bornée sur {x ∈ E : ∥x∥E = 1} ;

6. φ est Lipschitizienne ;

7. φ est uniformément continue sur E.

Démonstration
— 1 ⇒ 2

Évident.
— 2 ⇒ 3

Si φ est continue en 0, il existe α > 0 tel que ∀x ∈ E, ∥x∥E ≤ α⇒ ∥φ(x)∥F ≤ 1.

Pour x ̸= 0, on a donc ∥φ
(

αx
∥x∥E

)
∥F ≤ 1 donc par linéarité ∥φ (x) ∥F ≤ ∥x∥E

α , ce qui est

encore vrai pour x = 0.
— 3 ⇒ 4

Si ∃M > 0, ∀x ∈ E ∥φ(x)∥F ≤M∥x∥E alors pour tout x ∈ BE(0, 1), ∥φ(x)∥F ≤M .
— 4 ⇒ 5

Évident.
— 5 ⇒ 6

Si il existeM > 0 tel que pour x ∈ E tel que ∥x∥E = 1, ∥φ(x)∥F ≤M alors pour x, y ∈ E

tels que x ̸= y, on a ∥φ
(

x−y
∥x−y∥E

)
∥F ≤M donc par linéarité ∥φ (x− y) ∥F ≤M∥x− y∥E

et φ est Lipschitzienne.
— 6 ⇒ 7

Toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue car si ∥φ (x− y) ∥F ≤ M∥x −
y∥E alors
∥x− y∥E ≤ ϵ/M ⇒ ∥φ (x− y) ∥F ≤ ϵ.

— 7 ⇒ 1
Évident.

Définition 13 On note Lc(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires continues
de E dans F .

Théorème 5 Soit φ une applications linéaire continue de E dans F . Alors

sup
x ̸=0

NF (φ(x))

NE(x)
= sup

x∈E :NE(x)=1

NF (φ(x)) = sup
x∈BE(0,1)

NF (φ(x)).

La valeur commune de ces bornes supérieures est un réel positif ou nul que l’on note |||φ|||.

L’application
Lc(E,F ) → R+

φ 7→ |||φ||| est une norme sur Lc(E,F ) appelée norme subor-

donnée.
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Démonstration

— Notons

M1 = sup
x ̸=0

NF (φ(x))

NE(x)
, M2 = sup

x∈E :NE(x)=1
NF (φ(x)), M3 = sup

x∈BE(0,1)

NF (φ(x)).

• D’après le théorème 4, M1, M2 et M3 sont bien définies et sont des réels positifs ou
nuls.
• Pour x ∈ E tel que NE(x) = 1, on a NF (φ(x)) = NF (φ(x))

NE(x) ≤ M1 donc M1 est un

majorant de l’ensemble {NF (φ(x)), x ∈ E : NE(x) = 1} et donc M2 ≤ M1 puisque M2

est le plus petit majorant de cet ensemble.
• Pour x ̸= 0, on a par linéarité de φ et homogénéité de la norme

NF (φ(x))

NE(x)
= NF

(
φ(x)

NE(x)

)
= NF

(
φ

(
x

NE(x)

))
≤M2

car NE

(
x

NE(x)

)
= 1. Ainsi M1 ≤M2 et donc M1 =M2.

• Clairement

M2 = sup
x∈E :NE(x)=1

NF (φ(x)) ≤M3 = sup
x∈BE(0,1)

NF (φ(x)).

• Si x ∈ BE(0, 1) alors NF (φ(x)) ≤M1NE(x) ≤M1 donc M3 ≤M1.
Ainsi M1 =M2 =M3. Cela démontre la première assertion.

— Montrons à présent que l’application
Lc(E,F ) → R+

φ 7→ |||φ||| est une norme sur Lc(E,F ).

• Cette application est bien définie sur Lc(E,F ) à valeurs dans R+ par le théorème 4.
• Si φ ∈ Lc(E,F ) et |||φ||| = 0 alors pour tout x ∈ E\{0}, on a NF (φ(x)) ≤ |||φ|||NE(x) = 0
donc NF (φ(x)) = 0 par positivité de NF et donc par séparabilité de NF , φ(x) = 0.
Si x = 0, par linéarité, on a aussi φ(x) = 0 donc φ est l’application nulle, ce qui montre
la séparabilité de ||| · |||.
• Si φ ∈ Lc(E,F ) et λ ∈ K, on a

|||λφ||| = sup
x ̸=0

NF (λφ(x))

NE(x)
= sup

x ̸=0

|λ|NF (φ(x))

NE(x)
= |λ| supx ̸= 0

NF (φ(x))

NE(x)
= |λ||||φ|||,

ce qui donne l’homogénéité.
• Si φ,ψ ∈ Lc(E,F ), on a

|||φ+ ψ||| = sup
x ̸=0

NF (φ(x) + ψ(x))

NE(x)
≤ sup

x ̸=0

NF (φ(x)) +NF (ψ(x))

NE(x)

= sup
x ̸=0

NF (φ(x))

NE(x)
+ sup

x ̸=0

NF (ψ(x))

NE(x)
= |||φ|||+ |||ψ|||,

c’est à dire l’inégalité triangulaire.
Ainsi ||| · ||| définit bien une norme sur Lc(E,F ).

Théorème 6 En supposant l’équivalence de toutes les normes sur Kn, on a : toutes les
applications linéaires de Kn dans Km sont continues par rapport à n’importe quelle norme.
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Démonstration Par équivalence des normes, il suffit de le montrer pour les normes infinies sur
Kn et sur Km, notées NE et NF . Soit φ ∈ L(Kn,Km). Soit (e1, · · · , en) la base canonique de
Kn. Posons M =

∑n
i=1 ∥φ(ei)∥F . On a pour x = (x1, · · · , xn) ∈ Kn

∥φ(x)∥F = ∥φ(x1e1 + · · ·+ xnen)∥F ≤ ∥φ(x1e1)∥F + · · ·+ ∥φ(xnen)∥F
= |x1|∥φ(e1)∥F + · · ·+ |xn|∥φ(en)∥F ≤M∥x∥E .

Ainsi par le théorème 4, φ est continue.

Théorème 7 En supposant l’équivalence de toutes les normes en dimension finie, on a :
toutes les applications linéaires de E dans F sont continues par rapport à n’importe quelle
norme si on suppose E et F de dimension finie.

Attention ! La continuité ne dépend pas des normes mais la norme subordonnée associée
dépend des normes sur E et F .

Exemple 26 1.
φ : R2 −→ R

(x, y) 7−→ x+ y
∈ Lc(R2,R) et |||φ||| = 2 si R2 est muni de

la norme infinie, |||φ||| = 1 si R2 est muni de la norme 1.
Démonstration

• |φ(x, y)| = |x+ y| ≤ |x|+ |y| ≤ 2∥(x, y)∥∞ donc |||φ|||(∞) ≤ 2.

De plus |φ(x, x)| = 2|x| = 2∥(x, x)∥(∞) donc |||φ|||(∞) = 2.

• |φ(x, y)| = |x+ y| ≤ |x|+ |y| = ∥(x, y)∥1 donc |||φ|||(1) ≤ 1.

De plus |φ(x, x)| = 2|x| = ∥(x, x)∥(∞) donc |||φ|||(1) = 1.

2. Si E est un ev de dimension finie et F un sev de E, alors F est fermé.
En effet, on peut considérer un supplémentaire G de F dans E (E = F ⊕ G) et
la projection p de E sur G parallèlement à F . L’application p est continue car
linéaire en dimension finie et on obtient F = Ker(p) = p−1({0}) est fermé en tant
qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.

3. Exemple en dimension infinie
φ : (C1([0, 1], ∥ · ∥∞) −→ (C0([0, 1], ∥ · ∥∞)

f 7−→ f ′ est linéaire mais non continue.

Démonstration

Soit n ∈ N∗, et fn définie sur [0, 1] par fn(x) = xn.

Alors fn ∈ (C1([0, 1]) et ∥φ(fn)∥∞ = supx∈[0,1] |f ′n(x)| = supx∈[0,1] |nxn−1| = n alors

que ∥fn∥∞ = 1.

Ainsi |||φ||| ≥ n et donc φ n’est pas bornée sur la boule unité fermée et donc elle n’est

pas continue.

Remarque 7 Pour calculer une norme induite, on procèdera toujours comme dans le
premier exemple. On majore ∥φ(x)∥F parM∥x∥E (ou parM pour ∥x∥E ≤ 1) et on cherche
x ∈ E tel que ∥φ(x)∥F = M∥x∥E ou x ∈ E tel que ∥x∥E = 1 et ∥φ(x)∥F = M∥x∥E.
Comme on le verra plus tard, en cas de continuité de φ, la norme de φ est toujours
atteinte.

2.3 Applications multilinéaires continues

Théorème 8 Soient (E1, N1), · · · , (En, Nn) des evn, F un evn et u : E1 × · · · ×En → F
une application n-linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. u est continue sur E1 × · · · × En ;

2. u est continue en 0 = (0E1 , · · · , 0En) ;

3. u est bornée sur B1 × · · · ×Bn où Bi est la boule unité fermée de Ei ;

4. u est bornée sur S1 × · · · × Sn où Si = {x ∈ Ei : Ni(x) = 1} ;
5. ∃M > 0,∀(x1, · · · , xn) ∈ E1 × · · · × EnNF (u(x1, · · · , xn)) ≤MN1(x1) · · ·Nn(xn).

Exemple 27 L’application (x, y) 7→ xy de K2 dans K est continue sur K2.

L’application
ϕ : Mn(R)2 −→ Mn(R)

(A,B) 7−→ AB
est bilinéaire et continue.

Remarque 8 Une application multilinéaire continue est uniformément continue sur les
parties bornées de E seulement.
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Chapitre 3

Compacité (principalement en
dimension finie)

3.1 Définition, premières propriétés

Définition 14 Soit K une partie d’un evn E. On dit que K est compacte ou que K est
un compact si et seulement si de toute suite (xn)n d’éléments de K on peut extraire une
sous-suite convergente dans K (elle converge et la limite est dans K).

Exemple 28 — Un singleton est compact.
— Une famille finie de vecteurs est compacte.

Démonstration

Soit A := {a1, · · · , ak} une famille finie de vecteurs et (xn)n une suite de A. Alors il

existe i ∈ [1, k] tel que {n ∈ N : xn = ai} est infini. Si on se restreint à cet ensemble

d’indice, on obtient une suite extraite de (xn)n qui est convergente car stationnaire.

Théorème 9 (Bolzano-Weierstrass) Si a, b sont des réels et a ≤ b alors le segment
[a, b] est un compact de R.

Démonstration
Soit (xn)n une suite de [a, b].
On va procéder par récurrence et dichotomie pour construire une suite strictement croissante
d’indices (nk)k telle que la suite (xnk

)k converge.
On a [a, b] =

[
a, a+b2

]
∪
[
a+b
2 , b

]
= I1 ∪ I2 et donc N = A1 ∪ A2 avec Ai = {n ∈ N : xn ∈ Ii} et

l’un des ensembles A1 ou A2 au moins est infini. Si A1 est infini, on pose a1 = a, b1 = a+b
2 et

n1 = minA1. Si A1 est fini, on pose a1 =
a+b
2 , b1 = b et n1 = minA2.

On a 0 ≤ b1 − a1 ≤ b−a
2 et xn1 ∈ [a1, b1].

Supposons (n1, a1, b1), · · · , (nk−1, ak−1, bk−1) construits tels que n1 < n2 < · · · < nk−1 sont
des entiers naturels, a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak−1 < bk−1 ≤ bk−2 ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 sont des réels,
{n ∈ N : xn ∈ [ak−1, bk−1]} est infini, pour tout i < k, 0 ≤ bi − ai ≤ b−a

2i
et xni ∈ [ai, bi].

L’un des ensembles
{
n ∈ N : xn ∈

[
ak−1,

ak−1+bk−1

2

]}
ou
{
n ∈ N : xn ∈

[
ak−1+bk−1

2 , bk−1

]}
est

infini. Si le premier est infini, on pose ak = ak−1, bk =
ak−1+bk−1

2 et nk est le plus petit indice

supérieur à nk−1 dans ce premier ensemble d’indice. Sinon, on pose bk = bk−1, ak =
ak−1+bk−1

2
et nk est le plus petit indice supérieur à nk−1 dans le second ensemble d’indices. On a bien

nk > nk−1, ak ≥ ak−1, bk ≥ bk−1, 0 ≤ bk − ak ≤ bk−1−ak−1

2 ≤ b−a
2k

et {n ∈ N : xn ∈ [ak, bk]} est
infini.

29
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On a ainsi contruit par récurrence une suite d’indices (nk)k telle que (xnk
)k est de Cauchy.

En effet si ϵ > 0, soit k tel que b−a
2k

< ϵ. Pour i ≥ k, on a xni ∈ [ank
, bnk

] donc pour i, j ≥ k,

|xni − xnj | ≤ bnk
− ank

≤ b−a
2k

< ϵ.

Comme R est complet, toute suite de Cauchy est convergente donc (xnk
)k converge dans R.

Comme c’est une suite de [a, b] qui est fermé, elle converge dans [a, b].

[a, b] est un compact de R.

Proposition 22 Soit K ⊂ E un compact et F ⊂ K un fermé. Alors F est compact.

Démonstration

Soit (xn)n une suite de F . Elle admet une sous-suite convergente dans le compact K. Notons x

sa limite. Comme F nest fermé et que x est la limite d’une suite de F , on a x ∈ F . Ainsi F est

compact.

Proposition 23 Soit K une partie compacte d’un evn E. Alors K est fermée et bornée.

Démonstration

Soit K un compact d’un evn E. Soit (xn)n une suite convergente de K, alors elle admet une

sous-suite qui converge vers un élément de K donc la limite est dans K et K est fermée.

Supposons par l’absurde que K n’est pas bornée. Alors il existe une suite (xn)n de K telle que

la suite numérique (∥xn∥)n tende vers +∞. Comme toute suite convergente est bornée, aucune

sous-suite de la suite (xn)n ne peut converger, ce qui contredit la compacité de K.

Proposition 24 (Produit de compacts) Soient K1 ⊂ E1 et K2 ⊂ E2 deux com-
pacts. Alors K1 × K2 est compact dans E1 × E2 muni de la norme produit N(x1, x2) =
max(N1(x1), N2(x2)).
Plus généralement un produit fini de compacts est compact pour la norme produit.

Démonstration

Soit (xn, yn)n une suite de K1×K2. Comme K1 est compact il existe une application φ : N → N
strictement croissante telle que (xφ(n))n converge dans K1 vers x. La suite (yφ(n))n est une

suite du compact K2 donc il existe une application ψ : N → N strictement croissante telle que

(yψ◦φ(n))n converge dans K2 vers y. En tant que suite extraite de (xφ(n))n, la suite (xψ◦φ(n))n
converge dans K1 vers x. Ainsi la suite (xψ◦φ(n), yψ◦φ(n))n extraite de (xn, yn)n converge vers

(x, y) dans K1 ×K2 et K1 ×K2 est bien compact.

Par récurrence, on obtient le résultat pour un produit fini.

Corollaire 5 Si E est un evn de dimension finie et si B = (e1, · · · , en) est une base de
E, alors les boules fermées pour la norme infinie par rapport à B définie par ∥x∥∞ =
maxni=1 |xi| si x = x1e1 + · · ·+ xnen sont compactes.

Démonstration

La boule fermée de E de centre a et de rayon R est isomorphe à [a−R, a+R]×· · ·× [a−R, a+R]
et [a−R, a+R] est compact donc le produit aussi.

Exemple 29 [−1, 1]n est un compact de Rn.

3.2 Continuité et compacité

Théorème 10 L’image d’un compact par une application continue est un compact.
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Démonstration

Soient K un compact, f : K → F une application continue et (yn)n une suite de f(K).

Pour tout n ∈ N il existe xn ∈ K tel que yn = f(xn).

La suite (xn)n du compact K admet une sous-suite (xnk
)k convergente vers x ∈ K.

Par continuité de f , la suite (ynk
)k = (f(xnk

))k converge vers y = f(x) ∈ f(K).

Ainsi f(K) est compact.

Corollaire 6 Une fonction continue sur un compact à valeurs dans R est bornée et atteint
ses bornes.

Démonstration

Soient K un compact et f : K → R une application continue. L’image de K par f est un

compact de F et est donc bornée et donc f est bornée.

Si a = inf(f(K)) et b = sup(f(K)), alors comme f(K) est fermé car compact, a, b ∈ f(K).

Ainsi il existe x, y ∈ E tel que a = f(x) et b = f(y).

Exemple 30 Distance à une partie. Soit K ⊂ E un compact. Alors pour tout vecteur x
de Rn, il existe y ∈ K tel que N(x − y) = infz∈K N(x − z). On appelle cette valeur la
distance de x à K et on la note d(x,K).

Théorème 11 (Heine) Toute application continue sur un compact K est uniformément
continue sur K.

Démonstration

Supposons par l’absurde f : K → F continue sur le compact K mais pas uniformément continue.

Il existe ϵ > 0 tel que pour tout n ∈ N∗ il existe xn, yn ∈ K tels que ∥xn − yn∥E ≤ 1/n et

∥f(xn)− f(yn)∥F ≥ ϵ.

Comme K est compact, on peut extraire de (xn)n une sous-suite (xφ(n))n qui converge dans

K vers x. La suite (yφ(n))n est une suite du compact K donc on peut en extraire une suite

(yψ◦φ(n))n qui converge dans K vers y. En tant que suite extraite de (xφ(n))n, la suite (xψ◦φ(n))n
converge dans K vers x. Comme ∥xn − yn∥E ≤ 1/n pour tout n, on a x = y. Par continuité de

f , la suite (f(xψ◦φ(n)))n converge vers f(x) et la suite (f(yψ◦φ(n)))n converge vers f(y). Mais en

passant à la limite, |f(x)− f(y)| ≥ ϵ > 0. C’est impossible puisque f(x) = f(y) donc on a bien

une contradiction.

3.3 Équivalence des normes en dimension finie.

Compact=fermé, borné.

Théorème 12 Soient N1 et N2 deux normes sur un evn de dimension finie. Alors il
existe α, β ∈ R∗

+ tels que αN1(x) ≤ N2(x) ≤ βN1(x), i.e. les normes sont équivalentes en
dimension finie.



32 CHAPITRE 3. COMPACITÉ (PRINCIPALEMENT EN DIMENSION FINIE)

Démonstration
Soit (e1, · · · , en) une base de E. Par transitivité de la relation d’équivalence, il suffit de montrer
que toute norme N sur E est équivalente à N∞ définie par N∞(x1e1+ · · ·+xnen) = maxni=1 |xi|.
On a d’une part pour x ∈ E

N(x) = N

(
n∑
i=1

xiei

)
≤

n∑
i=1

N(xiei) par inégalité triangulaire pour N

≤
n∑
i=1

|xi|N(ei) par homogénéité de N

≤ N∞(x)
n∑
i=1

N(ei) par définition de N∞.

Ainsi en posant β =
∑n

i=1N(ei), on a N(x) ≤ βN∞(x) pour tout x ∈ E.

Posons K = {x ∈ E : ∥x∥∞ = 1}. K est un compact de E car il est fermé dans BN∞(0, 1) que

l’on a montrée compacte. L’application N : (E,N∞) → (R, | · |) est continue car Lipschitzienne

puisque |N(x) − N(y)| ≤ |N(x − y)| ≤ βN∞(x − y) pour x, y ∈ E. Ainsi N est bornée sur

K et y atteint sa borne inférieure. Il existe x0 ∈ E tel que N(x0) = minx∈K N(x). Comme

x0 ∈ K, N∞(x0) = 1 ̸= 0 donc x0 ̸= 0E et donc N(x0) ̸= 0. Ainsi ∀x ∈ E \ {0}, x/N∞(x) ∈ K

donc N(x/N∞(x)) ≥ N(x0) et N(x) ≥ N∞(x)N(x0). En choisissant α = N(x0) > 0, on a donc

N(x) ≥ αN∞(x).

Les norme N et N∞ sont équivalentes.

Proposition 25 Si une suite (xn)n d’un ev de dimension finie F converge alors pour
toute base B = (e1, · · · , ek) de F , les suites ((xn)i)n des coordonnées de xn dans la base
B convergent dans K.

Démonstration

Par équivalence des normes, il suffit de le montrer pour F muni de N∞ pour la base B. On

utilise ensuite |xi − yi| ≤ N∞(x − y) et donc l’application qui à x associe xi est continue car

Lipschitzienne.

Corollaire 7 Soit (E,NE) un evn. Soit F un sev de E de dimension finie et B une base
de F . Alors F est un fermé de E et une suite (xn)n de F converge vers x si et seulement
si les suites des coordonnées de xn dans la base B tendent vers les coordonnées de x.

Théorème 13 Soit E un evn de dimension finie. Soit K une partie de E. Alors K est
compacte si et seulement si K est fermée et bornée.

Démonstration

On a déjà montré que tout compact est fermé et borné.

Si de plus E est de dimension finie, soit K une partie fermée et bornée de E. Les normes sur E

étant équivalentes, on peut munir E de la norme N∞ associée à une base B de E. K est borné

donc inclus dans une boule BN∞(0, R) qui est compacte. Ainsi K est un fermé dans un compact

donc c’est un compact.

Théorème 14 (Riesz) Un evn est de dimension finie si et seulement si sa boule unité
fermée est compacte.
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Démonstration
On a vu que si un evn est de dimension finie alors la boule unité fermée, qui est fermée et bornée,
est compacte.
Pour la réciproque, on commence par un lemme.

Lemme 3 Soit F un sev de E. On suppose E de dimension infinie et F de dimension finie.
Alors il existe x ∈ E tel que ∥x∥ = 1 et d(x, F ) ≥ 1

2 .

Démonstration du lemme
Soit y ∈ E \ F . Notons δ = d(y, F ) = inf{∥y − z∥, z ∈ F}.
F est fermé et y ̸∈ F donc δ > 0. Sinon, on pourrait prendre une suite (zn)n de F telle que
limn→+∞ ∥zn − y∥ = 0. En particulier, pour n assez grand on aurait zn ∈ F ∩B(y, 1 + δ)
donc zn est une suite d’un compact (en tant que fermé borné dans F de dimension finie)
et admet donc une sous-suite convergente dans F vers z ∈ F . On a donc ∥y − z∥ = 0 et
donc y = z ∈ F , ce qui contredit les hypothèses.
Ainsi 2δ > δ > 0 donc il existe z ∈ F tel que ∥y−z∥ ≤ 2δ. Posons x = y−z

∥y−z∥ . Alors ∥x∥ = 1

et pour tout u ∈ F , ∥u− x∥ =
∥∥∥u− y−z

∥y−z∥

∥∥∥ = 1
∥y−z∥∥y − (z + ∥y − z∥u)∥ ≥ δ

∥y−z∥ ≥ 1
2 car

z + ∥y − z∥u ∈ F . Ainsi d(x, F ) ≥ 1
2 .

Supposons désormais E de dimension infinie et montrons que B(0, 1) n’est pas compacte.

On va construire une suite (xn)n infinie telle que ∥xn∥ = 1 pour tout n ∈ N et pour tout

n < m ∈ N, ∥xn − xm∥ ≥ 1
2 .

Soit x0 un vecteur de E de norme 1.

Supposons x0, x1, · · · , xn construits tels que ∥xk∥ = 1 pour tout k ≤ n et pour tout k < m ≤ n,

∥xk − xm∥ ≥ 1
2 .

Le sous-espace vectoriel Fn engendré par x0, x1, · · · , xn est de dimension finie donc d’après

le lemme, on peut choisir xn+1 de norme 1 tel que d(xn+1, Fn) ≥ 1
2 . Ainsi xn+1 vérifie bien

les propriétés requises. La suite (xn)n de la boule unité fermée n’admet pas de suite extraite

convergente donc la boule unité fermée n’est pas compacte.
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Chapitre 4

Différentiabilité

On cherche à étendre la notion de dérivée aux fonctions définies sur un evn.
Si f est définie sur un sous-ensemble de R, f est dérivable en a de dérivée f ′(a) ssi
f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) + o(h). Il s’agit d’une approximation linéaire.
Graphiquement, le graphe de la fonction f est proche de la tangente d’équation y =
f(a) + (x− a)f ′(a) au voisinage de a.
Si f : R2 → R, on peut représenter f par la surface dans R3 d’équation z = f(x, y). On
va chercher à approcher cette surface au voisinage d’un point a = (xa, ya) par un plan
d’équation z = αx + βy. On approchera donc f au voisinage de a par une application
linéaire L(x, y) = αx+ βy.
Dans le cas général, on va chercher à approcher f : A ⊂ E → F par une application
linéaire de E dans F .

4.1 Différentiabilité

4.1.1 Définitions, premiers exemples

Définition 15 Soient (E, ∥ · ∥E) et (F, ∥ · ∥F ) des evn de dimension finie. Soient U un
ouvert de E et x0 ∈ U .
On dit que f : U → F est différentiable au point x0 s’il existe une application linéaire
L : E → F telle que

lim
∥h∥E→0

∥f(x0 + h)− f(x0)− L(h)∥F
∥h∥E

= 0

i.e. s’il existe ε : U → F telle que limh→0 ε(h) = 0 et

f(x0 + h) = f(x0) + L(h) + ∥h∥Eε(h).

On note alors L = Dfx0, L est la différentielle de f au point x0.

Remarque 9 1. Comme U est un ouvert et x0 ∈ U , alors x0 + h ∈ U pour ∥h∥E
assez petit et donc f(x0 + h) est bien défini.

2. On note o(h) toute fonction telle que o(h) = ∥h∥Eϵ(h) avec limh→0 ϵ(h) = 0.

3. Les normes étant équivalentes en dimension finie, la notion de différentielle ne
dépend pas des normes choisies.

35
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4. La différentielle est unique. Ainsi Dfx0 est la
meilleure approximation linéaire de f autour de x0.
Démonstration

Si f(x + h) − f(x) = L1(h) + o(h) = L2(h) + o(h), alors (L1 − L2)(h) = o(h) donc

limh→0
(L1−L2)(h)

∥h∥ = 0 donc pour tout y ̸= 0, 0 = limn→+∞
(L1−L2)(y/n)

∥y/n∥ = (L1−L2)(y)
∥y∥ Par linéarité

de L1 − L2 et homogénéité de la norme. L’application L1 − L2 est de norme subordonnée nulle

donc elle est nulle et L1 = L2.

5. Si f : U → F et g : V → F , x0 ∈ U ∩ V et f = g sur une boule B(x0, r) avec
r > 0, alors Dfx0 = Dgx0, la différentielle est donc une notion locale.

6. En dimension infinie, la définition est la même mais on impose de plus que l’ap-
plication linéaire L est continue (ce qui est toujours vrai en dimension finie).

Exemple 31 1. Si L : E → F est linéaire, alors L est différentiable sur E et pour
tout x0 ∈ E, DLx0 = L, la différentielle est donc dans ce cas indépendante de x0.
En effet L(x+ h) = L(x) + L(h) et L est linéaire en h.

2. Si f : U ⊂ R → R est dérivable en x0, alors elle est différentiable en x0 et
Dfx0 : h 7→ f ′(x0)h.
En effet un DL d’ordre 1 donne f(x+h) = f(x)+hf ′(x)+ o(h) et h 7→ hf ′(x) est
linéaire.

3. Si f : U ⊂ R2 → R est différentiable en x0, alors le plan d’équation
z = Df(x0,y0)(x, y) est appelé plan tangent à la surface d’équation z = f(x, y) en
(x0, y0).

4. Soit f :
Mn(R) → Mn(R)
A 7→ A2 , alors f est différentiable sur Mn(R) et DfA : H 7→

AH +HA.
En effet (A + H)2 = A2 + AH + HA + H2, H 7→ AH + HA est linéaire et

limH→0
∥H2∥
∥H∥ = 0.

5. Si f : E × E → R est bilinéaire alors f est différentiable sur E × E et pour tout
(x, y) ∈ E × E, DL(x,y)(h, k) = f(x, k) + f(y, h).
En effet f(x+ h, y + k) = f(x, y) + f(h, y) + f(x, k) + f(h, k),
(h, k) 7→ f(h, y) + f(x, k) est linéaire et
∥f(h, k)∥F ≤ M∥h∥E∥k∥E ≤ M∥(h, k)∥2E×E car f est bilinéaire continue (car di-
mension finie).

4.1.2 Opérations sur les différentielles

Proposition 26 Soit U un ouvert de E.

1. Linéarité : Si f, g : U ⊂ E → F sont différentiables au point x0 ∈ U alors pour
λ, µ ∈ K, λf + µg est différentiable au point x0 et

D(λf + µg)x0 = λDfx0 + µDgx0 .

2. Produit : Si f, g : U ⊂ E → K sont différentiables au point x0 ∈ U alors fg est
différentiable au point x0 et

D(fg)x0 = g(x0)Dfx0 + f(x0)Dgx0 .



4.1. DIFFÉRENTIABILITÉ 37

3. Quotient : Si f, g : U ⊂ E → K sont différentiables au point x0 ∈ U avec g(x0) ̸= 0
alors f/g est différentiable au point x0 et

D(f/g)x0 =
g(x0)Dfx0 − f(x0)Dgx0

g(x0)2
.

4. Composition : Soient E,F,G trois evn de dimension finie et f : U ⊂ E → F ,
g : V ⊂ F → G, avec f(U) ⊂ V . Soit x0 ∈ U . Si f est différentiable au point x0 et
g est différentiable au point f(x0) alors g ◦ f est différentiable au point x0 et

D(g ◦ f)x0 = Dgf(x0) ◦Dfx0 .
∈ L(E,G) ∈ L(F,G) ∈ L(E,F )

Démonstration

1. Si F = λf + µg, alors

F (x+ h) = λf(x+ h) + µg(x+ h)

= λ (f(x) +Dfx(h) + o(h)) + µ (g(x) +Dgx(h) + o(h))

= λf(x) + µg(x) + λDfx(h) + µDgx(h) + o(h)

= F (x) + λDfx(h) + µDgx(h) + o(h).

Comme h 7→ λDfx(h) + µDgx(h) est linéaire, on a bien F différentiable en x et
DFx = λDfx + µDgx.

2. Si F = fg, alors

F (x+ h) = f(x+ h)g(x+ h)

= (f(x) +Dfx(h) + o(h)) (g(x) +Dgx(h) + o(h))

= f(x)g(x) + f(x)Dgx(h) + g(x)Dfx(h) + (f(x) +Dfx(h) + g(x) +Dgx(h) + o(h)) o(h)

= F (x) + f(x)Dgx(h) + g(x)Dfx(h) + o(h),

où on a utilisé limh→0 f(x) + Dfx(h) + g(x) + Dgx(h) + o(h) = f(x) + g(x) donc
(f(x) +Dfx(h) + g(x) +Dgx(h) + o(h)) o(h) = o(h).
Comme h 7→ f(x)Dgx(h) + g(x)Dfx(h) est linéaire, on a bien F différentiable en x et
DFx = f(x)Dgx + g(x)Dfx.

3. Découle des points 2 et 4, un peu technique si on passe par la définition...

4. Si F = g ◦ f , alors

F (x+ h) = g(f(x+ h)) = g (f(x) +Dfx(h) + o(h))

= g(f(x)) +Dgf(x)(Dfx(h) + o(h)) + o(Dfx(h) + o(h))

= F (x) +Dgf(x0) ◦Dfx(h) +Dgf(x)(o(h)) + o(h)

= F (x) +Dgf(x0) ◦Dfx(h) + o(h),

où on a utilisé la linéarité de Dgf(x0),
∥Dfx(h)∥ ≤ |||Dfx|||∥h∥ car Dfx est linéaire continue, donc o(Dfx(h) + o(h)) = o(h) et
Dgf(x)(∥h∥ε(h)) = ∥h∥Dgf(x)(ε(h)) par linéarité de Dgf(x) et si limh→0 ε(h) = 0 alors
par continuité et linéarité de Dgf(x), limh→0Dgf(x)(ε(h)) = 0 donc Dgf(x)(o(h)) = o(h).
Comme h 7→ Dgf(x) ◦Dfx(h) est linéaire, on a bien F différentiable en x et
DFx = Dgf(x) ◦Dfx.
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Exemple 32 1. fj :
Rn → R
x 7→ xj

est différentiable et pour tout x ∈ Rn, D(fj)x = fj.

En effet fj(x+ h) = xj + hj = fj(x) + fj(h) donc D(fj)x(h) = hj = fj(h).

2. f :
R3 → R

x = (x1, x2, x3) 7→ x21x2 − 2x2x3
est différentiable et

Dfx(h1, h2, h3) = 2x1x2h1 + (x21 − 2x3)h2 − 2x2h3.
En effet

f(x+ h) = (x1 + h1)
2(x2 + h2)− 2(x2 + h2)(x3 + h3)

= (x21x2 − 2x2x3) + (2x1x2h1 + x21h2 − 2x2h3 − 2h2x3)

+ (h21x2 + 2x1h1h2 + h21h2 − 2h2h3)

= f(x) + (2x1x2h1 + x21h2 − 2x2h3 − 2h2x3) + o(h)

et h 7→ 2x1x2h1 + x21h2 − 2x2h3 − 2h2x3 est linéaire.
Plus généralement, toute application polynomiale en les coordonnées est
différentiable.

3. Les fonctions f : U ⊂ Kn → Km dont les fonctions coordonnées fj s’expriment
comme des sommes, produits, quotients, composées de fonctions usuelles dérivables
en les coordonnées sont différentiables.
Par exemple la fonction

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (ln(x2 + y2),
√
xe2y)

est différentiable sur ]0,+∞[×R.

Théorème 15 Soient E et F des evn et soit U un ouvert de E. Si f : U → F est
différentiable en a ∈ U alors f est continue en a.

Démonstration

∥f(a+ h)− f(a)∥ = ∥Dfa(h) + o(h)∥ ≤ |||Dfa|||∥h∥+ ∥o(h)∥ →h→0 0.

Définition 16 On dit que f : U ⊂ E → F est de classe C1 sur U si f est différentiable
sur U et si l’application

Df :
U → (L(E,F ), ||| · |||)
x 7→ Dfx

est continue.

Exemple 33 Si f est polynomiale en les coordonnées, alors f est de classe C1 sur Kn.

Proposition 27 Soit ϕ : E1 × E2 → F une application bilinéaire continue.
Alors ϕ est de classe C1 sur E1 × E2 et Dϕ(x1, x2) : E1 × E2 → F est définie par
Dϕ(x1, x2)(h1, h2) = ϕ(x1, h2) + ϕ(h1, x2).

4.1.3 Dérivée directionnelle

Définition 17 Soient U un ouvert d’un evn E et x0 ∈ U .
Soit h un vecteur non nul de E et f : U ⊂ E → F une application. On dit que f admet



4.1. DIFFÉRENTIABILITÉ 39

une dérivée directionnelle selon le vecteur h au point x0 si la fonction t 7→ f(x0 + th) est
dérivable en 0, i.e. si

lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
existe.

On note alors ∂hf(x0)(∈ F ) cette limite.

Proposition 28 Soient U un ouvert de E et x0 ∈ U . Soit f : U ⊂ E → F différentiable
au point x0. Alors f admet une dérivée directionnelle en x0 selon toute direction. Celle-ci
est donnée par

∂hf(x0) = Dfx0(h).

Démonstration
Pour t ∈ R, on a

f(x+ th) = f(x) +Dfx(th) + o(th) = f(x) + tDfx(h) + o(th)

par linéarité de Dfx donc pour t ̸= 0,

f(x+ th)− f(x)

t
= Dfx(h) +

o(th)

t
= Dfx(h) + o(h).

Exemple 34 • Si f :
R3 → R

x = (x1, x2, x3) 7→ x21x2 − 2x2x3
et x0 = (0, 1, 1), alors f est

différentiable sur R3 car polynomiale en les coefficients et ∂hf(x0) = g′(0) avec g(t) =
f(th1, 1+ th2, 1+ th3) = t2h21(1+ th2)−2(1+ th2)(1+ th3) donc Df(0,1,1)(h) = −2h2−2h3.

• Si f :
Mn(R) → Mn(R)
A 7→ A3 , alors f est différentiable sur Mn(R) car chaque applica-

tion fj est polynomieale en les coefficients de la matrice et DfI(H) = ∂dHf(I) = g′(0)
où g(t) = (I + tH)3 = I + 3tH + 3t2H2 + t3H3 donc g′(t) = 3H + 6tH2 + 3t2H3 et
DfI(H) = 3H.

Attention ! La réciproque est fausse !

Exemple 35 Si f : R2 → R est définie par

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2

si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
,

alors f n’est pas différentiable en 0 (elle n’y est pas même continue) alors que f admet
une dérivée directionnelle dans toutes les directions.
En effet, un calcul donne pour (h, k) ̸= (0, 0) et t ̸= 0

f(t(h, k))− f(0, 0)

t
=

h2k

t2h4 + k
→

{
h2/k si k ̸= 0

0 si k = 0

mais f(0, 0) = 0 ̸= 1
2
= limx→0 f(x, x

2).

Remarque 10 Si on sait que f est différentiable en x0, on a la formule

Dfx0(h) = lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)

t
.
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Si on ne sait pas que f est différentiable en x0, on peut calculer cette limite Lx0(h).
Si elle n’existe pas, la fonction n’est pas différentiable en x0.
Si elle existe, pour montrer la différentiabilité de f en x0, on montre que

f(x0 + h)− f(x0)− Lx0(h) = o(h).

4.2 Applications définies sur Rn

Dans cette partie, on se restreint au cas particulier E = Rn, F = Rk (en général k = 1 et
on s’intéresse aux applications d’un sous-ensemble de E dans F .

4.2.1 Dérivées partielles

Définition 18 Soit f : U ⊂ Rn → Rk avec U ouvert et soit a = (a1, · · · , an) ∈ U . Soit
ϵ > 0 tel que B(a, ϵ) ⊂ U . On définit pour i ∈ [1, n] l’application partielle

gi : ]ai − ϵ, ai + ϵ[ −→ Rk

t 7−→ f(a1, · · · , ai−1, t, ai+1, · · · , an)
.

On appelle dérivée partielle de f au point a par rapport à xi la dérivée de gi au point ai
(lorsqu’elle existe). On la note

∂f

∂xi
(a) = ∂if(a) = ∂xif(a) := g′(ai).

Remarque 11 Cela revient à fixer toutes les variables sauf la i-ème et à dériver suivant
cette seule variable.
Lien avec la dérivée directionelle : ∂f

∂xi
(a) est la dérivée directionnelle de f en a suivant

la direction du i-ème vecteur ei de la base canonique, car

g′i(ai) = lim
t→0

gi(ai + t)− gi(ai)

t
= lim

t→0

f(a+ tei)− f(a)

t
= ∂eif(a).

Exemple 36 Si
f : R2 −→ R2

(x1, x2) 7−→ (x21 + cos(x2), e
x1x2)

, alors

∂f

∂x1
(a) = (2a1, a2e

a1a2);
∂f

∂x2
(a) = (− sin(a2), a1e

a1a2).

Théorème 16 Soit f : U ⊂ Rn → Rk une application différentiable au point a ∈ U avec
U ouvert. Alors toutes les dérivées partielles de f en a existent et

∀h ∈ Rn, Dfa(h) =
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a).

Démonstration
Soit ei le i-ème vecteur de la base canonique. Si f est différentiable en a, alors d’après la
proposition 28 et la remarque précédente

Dfa(ei) = ∂eif(a) =
∂f

∂xi
(a).

Comme Dfa est linéaire, on a

Dfa(h) = Dfa

(
n∑
i=1

hiei

)
=

n∑
i=1

hiDfa(ei) =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a).
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Exemple 37 Si
f : R2 −→ R2

(x1, x2) 7−→ (x21 + cos(x2), e
x1x2)

, alors f est différentiable sur

R2 en tant que composée de fonctions différentiables et

Dfx(h) = h1
∂f

∂x1
(x)+h2

∂f

∂x2
(x) = h1

(
2x1

x2e
x1x2

)
+h2

(
− sin(x2)
x1e

x1x2

)
=

(
2x1 − sin(x2)

x2e
x1x2 x1e

x1x2

)(
h1
h2

)
.

Attention ! L’existence des dérivées partielles ne suffit pas à démontrer la différentiabilité.

Exemple 38 Si f : R2 → R est définie par

f(x, y) =

{
x2y
x4+y2

si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)
,

alors f n’est pas différentiable en 0 (elle n’y est pas même continue) alors que f admet
des dérivées partielles en (0, 0) par rapport à x et à y (elles sont nulles).

Théorème 17 Soient U un ouvert de Rn et f : U → Rk une application vérifiant

1. ∂f
∂xi

(x) existe pour tout i ∈ [1, n] et tout x ∈ U ,

2. les fonctions x 7→ ∂f
∂xi

(x) sont continues sur U .

Alors f est différentiable sur U ,

Dfx(h) =
n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(x)

pour tout x ∈ U et tout h ∈ Rn et l’application
Df : U −→ L(Rn,Rk)

x 7−→ Dfx
est continue

sur U , i.e. f est de classe C1 sur U .
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Démonstration dans le cas n = 2, k = 1 (le cas général est plus pénible à écrire).
Soit a ∈ U et h ∈ R2 tel que a+ h ∈ U .
On a

f(a+ h)− f(a) = (f(a+ h)− f(a+ (h1, 0))) + (f(a+ (h1, 0))− f(a))

= f(a+ h)− f(a+ (h1, 0)) +
∂f

∂x1
(a)h1 + h1ε(h1)

avec limh1→0 ε(h1) = 0.
Notons ψ(t) = f(a1 + h1, a2 + t)− ∂f

∂x2
(a)t. On a

ψ(h2)− ψ(0) = f(a+ h)− f(a+ (h1, 0))−
∂f

∂x2
(a)h2

L’application ψ est de classe C1 sur l’ouvert ] − r, r[ si r > 0 est assez petit (car U est ouvert)
et de dérivée ψ′(t) = ∂f

∂x2
(a1 + h1, a2 + t)− ∂f

∂x2
(a). Par l’inégalité des accroissements finis

|ψ(h2)− ψ(0)| ≤ |h2| sup
|t|≤|h2|

|ψ′(t)|.

Comme ∂f
∂x2

est continue en a donc limh2→0 sup|t|≤|h2| |ψ
′(t)| = 0 et donc |ψ(h2) − ψ(0)| =

o(|h2|) = o(∥h∥).
Ainsi

f(a+ h)− f(a) = ψ(h2)− ψ(0) +
∂f

∂x2
(a)h2 +

∂f

∂x1
(a)h1 + h1ε(h1)

=
∂f

∂x1
(a)h1 +

∂f

∂x2
(a)h2 + o(∥h∥).

Corollaire 8 Soient U un ouvert de Rn et f : U ⊂ Rn → Rk une application. Alors f
est de classe C1 sur U si et seulement si

1. ∂f
∂xi

(x) existe pour tout i ∈ [1, n] et tout x ∈ U ,

2. les fonctions x 7→ ∂f
∂xi

(x) sont continues sur U .

Exemple 39 L’application f : R2 → R définie par

f(x, y) =

{
x3y
x2+y2

si (x, y) ̸= (0, 0)

0 sinon

est différentiable sur R2 et Df(0,0)(x, y) = 0.

En effet, f admet pour dérivées partielles sur R2 \ {(0, 0)}

∂f

∂x
(x, y) =

x2y(x2 + 3y2)

(x2 + y2)2
,

∂f

∂y
(x, y) =

x3(x2 − y2)

(x2 + y2)2

et

lim
(x,y)→(0,0)

∂f

∂x
(x, y) = lim

(x,y)→(0,0)

∂f

∂y
(x, y) = 0 =

∂f

∂x
(0, 0) ==

∂f

∂y
(0, 0)

donc les dérivées partielles sont continues.

4.2.2 Matrice jacobienne

Dans tout ce paragraphe, U sera un ouvert de Rn.
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Définition 19 Soit f : U ⊂ Rn → Rk une application différentiable en a ∈ U . La matrice
jacobienne de f en a est la matrice de Dfa ∈ L(Rn,Rk) dans les bases canoniques de Rn

et Rk. On la note Jf(a).

Jf(a) =


∂f1
∂x1

(a) ∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)
∂f2
∂x1

(a) ∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)
...

...
...

...
∂fk
∂x1

(a) ∂fk
∂x2

(a) · · · ∂fk
∂xn

(a)



Dfa(h) = Jf(a)

 h1
...
hn

 est un vecteur de Rk.

Cas particuliers

— Si f : I ⊂ R → Rk (i.e. n = 1) alors f(t) =

 f1(t)
...

fk(t)

 et Jf(t) =

 f ′
1(t)
...

f ′
k(t)

,

Dfa(h) =

 f ′
1(a)h
...

f ′
k(a)h

 pour tous a ∈ I et h ∈ R.

— Si f : U ⊂ Rn → R (i.e. k = 1) alors f(x) = f(x1, · · · , xn) et
Jf(x) =

(
∂f
∂x1

(x) · · · ∂f
∂xn

(x)
)
, Dfa(h) =

∑n
i=1

∂f
∂xi

(a)hi pour tous a ∈ U et

h ∈ Rn.

Définition 20 (Vecteurs gradients) Soit f : U ⊂ Rn → R différentiable en a ∈ U . Il
existe un unique vecteur de Rn noté ∇f(a), appelé vecteur gradient de f au point a, tel
que pour tout h ∈ Rn

Dfa(h) = ⟨∇f(a), h⟩.

On a

∇f(a) =t Jf(a) =


∂f1
∂x1

(a)
∂f1
∂x2

(a)
...

∂f1
∂xn

(a)



Exemple 40 1. Si f(x, y) = x2 − sin(xy) alors ∇f(x, y) =

(
2x− y cos(xy)
−x cos(xy)

)
et

Dfx(h) = (2x− y cos(xy))h1 − x cos(xy)h2.

2. Si f(x, y) = (3x2, exp(xy)) alors Jf(x, y) =

(
6x 0
yexy xexy

)
et Dfx(h) =(

6xh1
exy(yh1 + xh2)

)
.

Proposition 29 Soient U un ouvert de Rn, V un ouvert de Rm, f : U → V et g : V → Rp

deux applications et a un vecteur de U . Si f est différentiable en a et g en f(a), alors
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g ◦ f est différentiable en a et D(g ◦ f)a = Dgf(a) ◦Dfa donc J(g ◦ f)(a) = Jg(f(a))Jf(a)
(produit matriciel). En particulier

∂(g ◦ f)
∂xj

(a) =
m∑
k=1

∂g

∂yk
(f(a))

∂fk
∂xj

(a)

Exemple 41 1. Si h(x) = h(x1, x2) = g(f1(x1, x2), f2(x1, x2), f3(x1, x2)) alors

∂h

∂x1
(x) =

∂g

∂y1
(f(x))

∂f1
∂x1

(x) +
∂g

∂y2
(f(x))

∂f2
∂x1

(x) +
∂g

∂y3
(f(x))

∂f3
∂x1

(x).

Par exemple si h(x) = g(x1x2, x1 + x2, x
2
1) et g(y1, y2, y3) = y1 + y2y3, alors

Jh(x) = Jg(f(x))Jf(x) = ( 1 x21 x1 + x2 )

 x2 x1
1 1
2x1 0


= ( 3x21 + 2x1x2 + x2 x1 + x21 )

2. Si f : R2 → R est différentiable et φ : R → R est définie par φ(t) = f(1 − t, t2),
alors φ est dérivable et

φ′(t) = − ∂f

∂x1
(1− t, t2) + 2t

∂f

∂x2
(1− t, t2).

3. Si f : R2 → R est différentiable et φ : R → R est définie par φ(t) = f(t, t), alors
φ est dérivable et

φ′(t) =
∂f

∂x1
(t, t) +

∂f

∂x2
(t, t).

4.2.3 Accroissements finis

Proposition 30 Soient U un ouvert de Rn et f : U → R une application de classe C1 et
soient x, y ∈ U tels que [x, y] = {tx+ (1− t)y, t ∈ [0, 1]} ⊂ U . Alors

f(x)− f(y) =

∫ 1

0

⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩dt.

Démonstration
Soit φ : [0, 1] → R définie par φ(t) = f(tx+ (1− t)y) = f(y + t(x− y)).
L’application φ est de classe C1 sur [0, 1] et

φ′(t) =

n∑
j=1

(xj − yj)
∂f

∂xj
(tx+ (1− t)y) = ⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩

donc

f(x)− f(y) = φ(1)− φ(0) =

∫ 1

0
φ′(t)dt =

∫ 1

0
⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩dt.

Théorème 18 (Inégalité des accroissements finis) Soit U ⊂ Rn un ouvert convexe
(i.e. ∀x, y ∈ U, [x, y] = {tx+ (1− t)y, t ∈ [0, 1]} ⊂ U).
Soit f : U → R une application de classe C1. Alors

∀x, y ∈ U, |f(x)− f(y)| ≤
(
sup
z∈U

∥∇f(z)∥2
)
∥x− y∥2.

L’application f est donc Lipschitzienne sur tout compact convexe de U .
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Démonstration
D’après la proposition 30 et en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
sur C([0, 1],R)

|f(x)− f(y)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0
|⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩| dt

≤
∫ 1

0
∥∇f(tx+ (1− t)y)∥2 ∥x− y∥2dt

≤ sup
t∈[0,1]

∥∇f(tx+ (1− t)y)∥2 ∥x− y∥2

= sup
z∈[x,y]

∥∇f(z)∥2 ∥x− y∥2

≤ sup
z∈U

∥∇f(z)∥2 ∥x− y∥2.

Corollaire 9 Si U est convexe et f : U → R est une application de classe C1 sur U telle
que Dfx est l’application nulle pour tout x ∈ U , alors f est constante sur U .

Corollaire 10 Soit U ⊂ Rn un ouvert convexe. Soit f : U → Rk une application de
classe C1. Alors

∀x, y ∈ U, |f(x)− f(y)| ≤ n

(
sup
z∈U

∥Jf(z)∥∞
)
∥x− y∥∞.

Démonstration

On applique l’inégalité des accroissements finis à chaque fonction fj , j ∈ [1, k], puis l’inégalité

∥y∥2 ≤
√
n∥y∥∞ si y ∈ Rn.

4.3 Dérivées d’ordre 2

4.3.1 Cas général, dérivées partielles secondes

On se limite dans ce paragraphe au cas f : U ⊂ Rn → Rk.

Définition 21 On dit que f est de classe C2 sur U lorsque f possède des dérivées par-
tielles d’ordre 2 sur U et que toutes les dérivées sont continues, i.e. si

∀(i, j) ∈ [1, n]2,
∂

∂xi

∂f

∂xj
sont continues.

On note ∂2

∂xi∂xj
= ∂

∂xi

∂
∂xj

.

Théorème 19 (de Schwarz) Soit f ∈ C2(U,R). Alors

∀(i, j) ∈ [1, n]2,
∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
.

Démonstration

Admise cette année, au programme de L3.
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Exemple 42 Si f : R2 → R est définie par f(x, y) = xy + cos(x + 2y), alors pour
(x, y) ∈ R2,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
(x− 2 sin(x+ 2y)) = 1− 2 cos(x+ 2y)

et
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
(y − sin(x+ 2y)) = 1− 2 cos(x+ 2y).

Attention : si les dérivées partielles secondes ne sont pas continues, c’est faux !

Exemple 43 Si f : R2 → R est f(x, y) =

{
xy2

x2+y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 sinon.
,

alors pour (x, y) ∈ R2,

∂f

∂x
(x, y) =

{
y3

x2+y2
− 2x2y3

(x2+y2)2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0)

donc
∂2f

∂y∂x
(0, 0) = lim

y→0

1

y

(
∂f

∂x
(0, y)− ∂f

∂x
(0, 0)

)
= lim

y→0

y3

y3
− 0− 0 = 1

et

∂f

∂y
(x, y) =

{
2xy
x2+y2

− 2xy3

(x2+y2)2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0)

donc
∂2f

∂x∂y
(0, 0) = lim

x→0

1

x

(
∂f

∂y
(x, 0)− ∂f

∂y
(0, 0)

)
= 0.

4.3.2 Matrice Hessienne

On se limite dans ce paragraphe au cas f : U ⊂ Rn → R (k = 1).

Définition 22 Soit f : U ⊂ Rn → R une application de classe C2. La matrice Hessienne
de f au point a ∈ U est la matrice

Hf(a) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(a)

)
(i,j)∈[1,n]2

∈Mn(R).

Proposition 31 Si f est de classe C2 sur U , alors la matrice Hessienne de f en tout
point de U est symétrique (théorème de Schwarz).

Exemple 44 1. Si f : R2 → R est définie par f(x, y) = xy+ cos(x+ 2y), alors pour
(x, y) ∈ R2,

∇f(x, y) =
(

y − sin(x+ 2y)
x− 2 sin(x+ 2y)

)
et

Hf(x, y) =

(
− cos(x+ 2y)

x− 2 sin(x+ 2y)

)
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2. Si A ∈Mn(R) et
f : Rn −→ R

x 7−→ ⟨x,Ax⟩ , alors

f(x) =t xAx =
n∑
i=1

n∑
j=1

ai,jxixj

donc ∇f(x) = Ax+t Ax car

∂f

∂xk
(x) =

n∑
i=1,i ̸=k

ai,kxi +
n∑

j=1,j ̸=k

ak,jxj + 2ak,kxk

=
n∑
i=1

ai,kxi +
n∑
j=1

ak,jxj.

De plus

∂2f

∂xℓ∂xk
(x) = aℓ,k + ak,ℓ

donc Hf(x) = A+t A qui est bien symétrique. Ici Hh(x) ne dépend pas de x.

4.3.3 Formule de Taylor à l’ordre 2

Rappelons que si f : I ⊂ R → R est de classe C2 sur I, alors pour tout a ∈
◦
I,

f(a+ h) = f(a) + hf ′(a) +
h2

2
f ′′(a) + o(h2).

On va généraliser cette formule à une fonction de plusieurs variables.

Théorème 20 Soit f : U ⊂ Rn → R de classe C2 sur U et soit a ∈ U . Alors il existe
r > 0 et ε : B(a, r) → R tel que limh→0 ε(h) et pour tout h ∈ B(0, r)

f(a+ h) = f(a) +Dfa(h) +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a) + ∥h∥2ε(h)

i.e.

f(a+ h) = f(a) + ⟨∇f(a), h⟩+ 1

2
⟨Hf(a)h, h⟩+ ∥h∥2ε(h).

De plus, si f est de classe C2 et si pour a ∈ U fixé il existe u ∈ Rn et S ∈ Sn(R) telle que
pour h ∈ B(0, r),

f(a+ h) = f(a) + ⟨u, h⟩+ 1

2
⟨Sh, h⟩+ ∥h∥2ε(h)

avec limh→0 ε(h), alors u = ∇f(a) et S = Hf(a).

On note aussi D2f(a) la forme quadratique.

D2f(a) : Rn −→ R
h 7−→ ⟨Hf(a)h, h⟩ =t hHf(a)h = ⟨h,Hf(a)h⟩
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Idée de démonstration
Soit r > 0 tel que B(a, r) ⊂ U . Soit h ∈ B(a, r). On définit φ : [0, 1] → R par φ(t) = f(a+ th).
On a

φ′(t) =

n∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a+ th) = ⟨∇f(a+ th), h⟩

et

φ′′(t) =

n∑
i=1

n∑
j=1

hihj
∂2f

∂xj∂xi
(a+ th) = ⟨h,Hf(a+ th)h⟩

donc φ′(0) = ⟨∇f(a), h⟩ et φ′′(0) = ⟨h,Hf(a)h⟩.
D’après la formule de Taylor-Young pour la fonction φ

φ(t) = φ(0) + tφ′(0) +
t2

2
φ′′(0) + o(t2)

donc

f(a+ th) = f(a) + t⟨∇f(a), h⟩+ t2

2
⟨h,Hf(a)h⟩+ o(t2)

= f(a) + ⟨∇f(a), th⟩+ 1

2
⟨th,Hf(a)(th)⟩+ o(t2)

Ainsi

f(a+ h′) = f(a) + ⟨∇f(a), h′⟩+ 1

2
⟨h′, Hf(a)h′⟩+ t2εh(t)

Comme pour la formule de Taylor à l’ordre 1, il reste à montrer que le reste est bien négligeable

devant ∥h′∥2.

Exemple 45 Si A ∈Mn(R) et
f : Rn −→ R

x 7−→ ⟨x,Ax⟩ , alors

f(x+ h) = ⟨x+ h,A(x+ h)⟩
= ⟨x,Ax⟩+ ⟨h,Ax⟩+ ⟨x,Ah⟩+ ⟨h,Ah⟩

= f(x) + ⟨Ax, h⟩+ ⟨tAx, h⟩+ 1

2

(
⟨h,Ah⟩+ ⟨tAh, h⟩

)
= f(x) + ⟨(A+t A)x, h⟩+ 1

2
⟨(A+t A)h, h⟩

De plus A+tA est symétrique. On retrouve le résultat de l’exemple 44 : ∇f(x) = (A+tA)x
et Hf(x) = A+t A.



Chapitre 5

Extrema

Dans tout ce chapitre, A est un sous-ensemble de Rn et f une application de A dans R.
On cherche à déterminer les extrema éventuels de f sur A et les points (vecteurs de Rn)
de A où ils sont atteints.

5.1 Extrema locaux et globaux

Définition 23 Soit a un point de A.
— On dit que a est un point de minimum global de f sur A ou que f admet un

minimum global en a si

f(a) = min
x∈A

f(x) i.e. ∀x ∈ A, f(a) ≤ f(x).

— On dit que a est un point de minimum local de f sur A ou que f admet un minimum
local en a si il existe un réel r > 0 tel que

f(a) = min
x∈A∩B(a,r)

f(x) i.e. ∀x ∈ A ∩B(a, r), f(a) ≤ f(x).

— On dit que a est un point de maximum global de f sur A ou que f admet un
maximum global en a si

f(a) = max
x∈A

f(x) i.e. ∀x ∈ A, f(a) ≥ f(x).

— On dit que a est un point de maximum local de f sur A ou que f admet un maximum
local en a si il existe un réel r > 0 tel que

f(a) = max
x∈A∩B(a,r)

f(x) i.e. ∀x ∈ A ∩B(a, r), f(a) ≥ f(x).

Un extremum local ou global est un maximum ou un minimum local ou global. On dit que
l’extremum est strict si les inégalités dans les définitions sont strictes pour x ̸= a.

Exemple 46 Si f(x, y) = x2 + y2, et A = B2(0, 1) (boule unité fermée pour la norme
euclidienne), alors f admet 0 pour minimum global au point (0, 0) et 1 pour maximum
global aux points du cercle de centre 0 et de rayon 1.

Remarque 12 Rappelons que si K est compact et f : K → R est continue, alors f est
bornée sur K et attenit ses bornes donx f admet un minimum et un maximum globaux
sur K.

49
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5.2 Points critiques : conditions d’ordre 1

Définition 24 Soit a ∈
◦
A et f : A ⊂ Rn → R. Si f est différentiable en a, on dit que a

est un point critique de f si Dfa = 0 (on rappelle que Dfa ∈ L(Rn,R)).

Théorème 21 (Condition nécessaire) Soit a ∈
◦
A et f : A ⊂ Rn → R. Si f admet

un extremum local en a et si f est différentiable en a, alors Dfa = 0, i.e. a est un point
critique de f .

Démonstration
Supposons que f admette un minimum local en a (sinon, on peut considérer −f). Soit r > 0 tel
que B(a, r) ⊂ A et pour tout x ∈ B(a, r), f(x) ≥ f(a).

Si h ∈ Rn \ {0} et t ∈
]
− r

∥h∥ ,
r

∥h∥

[
, on a a+ th ∈ B(a, r) donc f(a+ th) ≥ f(a) et donc

f(a+ th)− f(a)

t

{
≥ 0 si t > 0

≤ 0 si t < 0

L’application f est différentiable en a et Dfa(h) = limt→0
f(a+th)−f(a)

t donc Dfa(h) = 0 pour

tout h ∈ Rn \ {0}. C’est encore vrai pour h = 0 par linéarité de Dfa.

Remarque 13 On cherchera les points critiques de f en utilisant

Dfa ≡ 0 ⇔ ∇f(a) = 0 ⇔ ∀i ∈ [1, n],
∂f

∂xi
(a) = 0.

Exemple 47 Si f : R2 → R est définie par f(x, y) = x2 + y2 − 2x + 4, alors f est
différentiable sur R2 car polynomiale. On a

∂f

∂x
(x, y) = 2(x− 1),

∂f

∂y
(x, y) = 2y

donc (1, 0) est le seul point critique de f . Comme R2 est un ouvert, tous les points de R2

sont intérieurs donc si f admet des extrema locaux, c’est forcément en un point critique
de f donc en (1, 0). De plus

f(x, y)− f(1, 0) = x2 + y2 − 2x+ 4− 3 = (x− 1)2 + y2 ≥ 0

donc f admet un minimum global en (1, 0) et pas d’autre extremum (même local) sur R2.

La réciproque est fausse !

Exemple 48 Si f : R2 → R est définie par f(x, y) = x2 − y2 − 2x + 4, alors f est
différentiable sur R2 car polynomiale. On a

∂f

∂x
(x, y) = 2(x− 1),

∂f

∂y
(x, y) = −2y

donc (1, 0) est le seul point critique de f . Comme R2 est un ouvert, tous les points de R2

sont intérieurs donc si f admet des extrema locaux, c’est forcément en un point critique
de f donc en (1, 0). De plus

f(x, y)−f(1, 0) = x2−y2−2x+4−3 = (x−1)2−y2
{
> 0 si |x− 1| > |y|
< 0 si |x− 1| < |y|

donc f n’admet aucun extremum (même local) sur R2.
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Un extremum peut être atteint en un point intérieur où la fonction n’est pas différentiable.

Exemple 49 Si f : R2 → R est définie par f(x, y) = |x− y|, alors f admet un minimum
global en (0, 0) car f(0, 0) = 0 ≤ |x−y|. f n’est pas différentiable en (0, 0) car f(h,−h) =
2|h| donc limh→0

f(h,−h)
h

n’existe pas.

Il peut exister des extrema sur ∂A qui ne sont pas des points critiques.

5.3 Conditions d’ordre 2

Dans ce paragraphe, on suppose que f est une application de A ⊂ Rn dans R de classe
C2 sur A.

5.3.1 Matrice Hessienne positive, définie positive

Soit a ∈
◦
A. La matrice Hessienne de f en a est Hf(a) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(a)
)
i,j

∈Mn(R). Elle est

symétrique, i.e. tHf(a) = Hf(a), i.e. Hf(a) ∈ Sn(R).

Définition 25 Une matrice M symétrique est

— positive si pour tout h ∈ Rn, on a thMh ≥ 0 ;
— définie positive si pour tout h ∈ Rn \ {0}, on a thMh > 0 ;
— négative si pour tout h ∈ Rn, on a thMh ≤ 0 ;
— définie négative si pour tout h ∈ Rn \ {0}, on a thMh < 0.

Dans la suite, on identifie Rn et les matrices colonnes. On a alors thMh = ⟨h,Mh⟩ où
⟨·, ·⟩ est le produit scalaire usuel de Rn.

Rappelons queM , en tant que matrice symétrique réelle, est diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres donc admet n valeurs propres réelles (comptées avec
leur multiplicité).

Proposition 32 Soit M ∈ Sn(R) une matrice symétrique réelle. Alors

— M est positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes positives ;
— M est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement

positives ;

dans ce dernier cas, si λ est la plus petite valeur propre de M alors

∀h ∈ Rn \ {0} ⟨h,Mh⟩ ≥ λ∥h∥22.
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Démonstration
M est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres donc il existe
D = diag(λ1, · · · , λn), P ∈ On(R) (i.e. tP = P−1 et P ∈ GLn(R)) tel que M = P−1DP et de
plus ∥Px∥2 = ∥x∥2 pour x ∈ Rn. On a

⟨h,Mh⟩ =t hP−1DPh =t htPDPh =t (Ph)D(Ph) =
n∑
i=1

λi(Ph)
2
i ≥ λ∥Ph∥22 = λ∥h∥22

donc λ ≥ 0 ⇒M positive et λ > 0 ⇒M définie positive.
Réciproquement, si ei est un vecteur propre associé à la valeur propre λi de M , on a en posant
h = P−1ei,

⟨h,Mh⟩ =t hP−1DPh =t (tPei)P
−1DPP−1ei =

t eiDei =
t eiλiei = λi∥ei∥22

donc M positive ⇒ λi ≥ 0 et M définie positive ⇒ λi > 0 pour tout i ∈ [1, n].

5.3.2 Condition nécessaire

Théorème 22 Soient f : A ⊂ Rn → R de classe C2 sur A et a ∈
◦
A.

— Si f admet un minimum local en a, alors la matrice symétrique Hf(a) est positive.
— Si f admet un maximum local en a, alors la matrice symétrique Hf(a) est négative.

Dans les deux cas, a est un point critique de f .

Démonstration
On suppose que f admet un minimum local en a.
Soit r > 0 tel que B(a, r) ⊂ A et pour tout x ∈ B(a, r), f(x) ≥ f(a).

Soit h ∈ Rn et t ∈
]
− r

∥h∥ ,
r

∥h∥

[
(donc f(a + th) − f(a) ≥ 0). D’après la formule de Taylor à

l’ordre 2,

0 ≤ f(a+ th)− f(a) = Dfa(th) +
1

2
⟨Hf(a)th, th⟩+ t2∥h∥2ε(th).

On a vu que Df(a) = 0 donc 0 ≤ t2

2 ⟨Hf(a)h, h⟩+ t2∥h∥2ε(th) et 0 ≤ 1
2⟨Hf(a)h, h⟩+ ∥h∥2ε(th).

En faisant tendre t vers 0, on a ⟨Hf(a)h, h⟩ ≥ 0.

En appliquant cela à −f , on a la seconde assertion.

Exemple 50 1. Si f(x, y) = x2 + y2 − 2x + 4, f admet un point critique et un

minimum en (1, 0) et Hf(1, 0) =

(
2 0
0 2

)
est bien une matrice positive.

2. Si f(x, y) = x2 − y2 − 2x + 4, f admet un point critique en (1, 0) et Hf(1, 0) =(
2 0
0 −2

)
n’est ni positive, ni négative et donc f n’admet pas d’extremum local

en (1, 0).

3. La réciproque est fausse ! Si f(x, y) = x2

2
− y4

4
, f admet un point critique en (0, 0)

et Hf(0, 0) =

(
1 0
0 0

)
est positive mais f n’admet pas d’extremum local en (0, 0)

car f(x, 0) > 0 si x ̸= 0 et f(0, y) < 0 si y ̸= 0.

5.3.3 Condition suffisante

Théorème 23 Soient f : A ⊂ Rn → R de classe C2 sur A et a ∈
◦
A un point critique de

f .
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— Si la matrice symétrique Hf(a) est définie positive, alors f admet un minimum
local en a.

— Si la matrice symétrique Hf(a) est définie négative, alors f admet un maximum
local en a.

Dans les deux cas, il s’agit d’un extremum strict.

Démonstration
Soit r > 0 tel que B(a, r) ⊂ A.

Soit h ∈ Rn et t ∈
]
− r

∥h∥ ,
r

∥h∥

[
. D’après la formule de Taylor à l’ordre 2,

f(a+ th)− f(a) = Dfa(th) +
1

2
⟨Hf(a)th, th⟩+ t2∥h∥2ε(th) = t2

2
⟨Hf(a)h, h⟩+ t2∥h∥2ε(th).

On a vu que Df(a) = 0. Soit λ > 0 la plus petite valeur propre de Hf(a). On a donc
⟨Hf(a)h, h⟩ ≥ λ∥h∥22.
Soit r′ < r tel que pour tout u ∈ B(0, r′), |ε(u)| ≤ λ/4. On a alors pour t ∈

]
− r′

∥h∥ ,
r′

∥h∥

[
,

f(a+ th)− f(a) =
1

2
⟨Hf(a)th, th⟩+ t2∥h∥2ε(th)

≥ t2
λ∥h∥22

2
− t2

λ

4
∥h∥2 ≥ t2

λ

4
∥h∥2 ≥ 0.

Ainsi f admet un minimum local en a.

Pour le second point, on applique le premier à −f .

Ainsi si f est une application de classe C2 au voisinage d’un point critique a intérieur à
A, pour savoir si c’est un extremum, on calcule la matrice Hessienne en a et on détermine
les signes des valeurs propres de Hf(a).

— S’il existe deux valeurs propres de Hf(a) de signes opposés, alors f n’admet pas
d’extremum local en a.

— Si toutes les valeurs propres de Hf(a) sont strictement positives, f admet un
minimum strict en a.

— Si toutes les valeurs propres de Hf(a) sont strictement négatives, f admet un
maximum strict en a.

— Soi Hf(a) admet 0 pour valeur propre, on ne sait pas conclure.

Exemple 51 Si f(x, y, z) = x3 + 2x2 + y2 + z2 + 2xy − 2z, alors

∇f(x, y, z) =

 3x2 + 4x+ 2y
2y + 2x
2z − 2


donc les points critiques de f sont (0, 0, 1) et (−2/3, 2/3, 1).

Hf(x, y, z) =

 6x+ 4 2 0
2 2
0 0 2

 = 2

 3x+ 2 1 0
1 1
0 0 1



donc Hf(0, 0, 1) = 2

 2 1 0
1 1
0 0 1

 et Hf(−2/3, 2/3, 1) = 2

 0 1 0
1 1 0
0 0 1

. Comme

detHf(−2/3, 2/3, 1) < 0, la matrice Hf(−2/3, 2/3, 1) admet des valeurs propres de signes
opposés et donc f n’admet pas d’extremum en (−2/3, 2/3, 1).
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La troisième valeur propre de Hf(0, 0, 1) est strictement positive. Son déterminant aussi
donc les valeurs propres de Hf(0, 0, 1) sont ou bien toutes strictement positives, ou bien
deux sont négatives et une positive. La somme des deux premières valeurs propres est la

trace de 2

(
2 1
1 1

)
et est donc positive. Toutes les valeurs propres de Hf(0, 0, 1) sont

strictement positives et donc f admet un minimum strict en (0, 0, 1).
Souvent il n’est pas nécessaire de calculer les valeurs propres. Il suffit souvent d’utiliser
que le déterminant est le produit des valeurs propres et la trace la somme des valeurs
propres et d’isoler quelques valeurs propres.

5.3.4 Cas particulier : la dimension 2

Dans ce cas, on va voir que la trace et le déterminant suffisent à déterminer le signe des
valeurs propres.

Soit f ∈ C2(
◦
A,R) avec A ⊂ R2. Soit a ∈

◦
A un point critique de f . On note λ1 et λ2 les

valeurs propres de Hf(a).
• Si det(Hf(a)) < 0 alors λ1λ2 < 0 et donc f n’admet pas d’extremum local en a.
• Si det(Hf(a)) > 0 alors λ1λ2 > 0.

— Si Tr(Hf(a)) > 0 alors les deux valeurs propres sont strictement positives et f
admet un minimum local en a.

— Si Tr(Hf(a)) < 0 alors les deux valeurs propres sont strictement négatives et f
admet un maximum local en a.

• Si det(Hf(a)) = 0 alors on ne peut rien dire.

Exemple 52 Si f(x, y) = x2 + y2 − xy, alors

∇f(x, y) =
(

2x− y
2y − x

)
donc (0, 0) est le seul point critique de f . On a

Hf(x, y) =

(
2 −1
−1 2

)
= Hf(0, 0).

det(Hf(0, 0) = 3 > 0 et Tr(Hf(0, 0)) = 4 > 0 donc (0, 0) est un minimum local de f .

5.4 Exemple d’étude pratique

On cherche les maxima de la fonction f(x, y) = 3xy − 3x2 − y3 sur K = [−1, 1]2.

1. Existence
f est continue car polynomiale sur le compact K donc f est bornée sur K et y

atteint ses bornes. f est différentiable (car polynomiale) sur
◦
K donc f atteint son

maximum sur le bord de K ou en un point critique intérieur.

2. Étude des points critiques

∇f(x, y) =
(

−6x+ 3y
3x− 3y2

)
= 3

(
−2x+ y
x− y2

)
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donc (0, 0) et (1/4, 1/2) sont les points critiques de f dans
◦
K (ce sont bien des

points de
◦
K). On a

Hf(x, y) = 3

(
−2 1
1 −2y

)
.

det(Hf(0, 0)) < 0 donc f n’admet pas d’extremum en (0, 0).
det(Hf(1/4, 1/2)) > 0 donc f admet un extremum en (1/4, 1/2) et
tr(Hf(1/4, 1/2)) < 0 donc c’est un maximum local.
On a f(1/4, 1/2) = 3

8
− 3

16
− 1

8
= 1

16
.

3. Étude de la frontière
La frontière de A est l’union de A1 = {1} × [−1, 1], A2 = {−1} × [−1, 1], A3 =
[−1, 1]× {1} et A4 = [−1, 1]× {−1}.
(a) Étude sur A1

f1(y) = f(1, y) = 3y−3−y3, f ′
1(y) = 3−3y2 > 0 sur ]−1, 1[ donc f1 admet un

maximum en 1 et donc le maximum de f sur A1 est f(1, 1) = f1(1) = −1 < 1
16
.

(b) Étude sur A2

f2(y) = f(−1, y) = −3y − 3 − y3, f ′
2(y) = −3 − 3y2 < 0 sur [−1, 1] donc f2

admet un maximum en −1 et donc le maximum de f sur A2 est f(−1,−1) =
f1(1) = 1 > 1

16
.

(c) Étude sur A3

f3(x) = f(x, 1) = 3x− 3x2 − 1, f ′
3(x) = 3− 6x qui s’annule en x = 1

2
∈ [−1, 1].

f3 admet un maximum en 1/2 et donc le maximum de f sur A3 est f(1/2, 1) =
f3(1/2) = −1/4 < 1.

(d) Étude sur A4

f4(x) = f(x,−1) = −3x− 3x2 + 1, f ′
4(x) = −3− 6x qui s’annule en x = −1

2
∈

[−1, 1]. f4 admet un maximum en −1/2 et donc le maximum de f sur A4 est
f(−1/2,−1) = f4(−1/2) = 7/4 > 1.

Finalement, f admet un maximum global sur K en (−1/2,−1) qui vaut 7/4.

5.5 Le cas des fonctions convexes

5.5.1 Définitions, rappels

Définition 26 Une partie C de Rn est convexe si pour tous x, y ∈ C, le segment [x, y] =
{tx+ (1− t)y, t ∈ [0, 1]} est inclus dans C.

Soit C une partie convexe de Rn.

Définition 27 Une application f : C → R est
— convexe si pour tous x, y ∈ C, pour tout t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1−

t)f(y) ;
— strictement convexe si pour tous x, y ∈ C, x ̸= y, pour tout t ∈]0, 1[, f(tx + (1 −

t)y) < tf(x) + (1− t)f(y).

Rappel : Si f : I ⊂ R → R est dérivable, alors f est convexe ssi pour tous x, y ∈ I,
f(y)− f(x) ≥ (y − x)f ′(x).

Théorème 24 (caractérisation de la convexité dans le cas différentiable)
Soient C une partie convexe de Rn et f : C → R une application.
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1. Si f est différentiable sur C, alors f est

— convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ C, f(y) ≥ f(x) +Dfx(y − x) ;
— strictement convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ C, x ̸= y, f(y) >

f(x) +Dfx(y − x).

2. Si f est de classe C2 sur C, alors f est

— convexe si et seulement si pour tout x ∈ C, Hf(x) est positive ;
— strictement convexe si et seulement si pour tout x ∈ C, Hf(x) est définie

positive.

Démonstration

Commençons par un lemme.

Lemme 4 f : C → R est convexe si et seulement si pour tous x, y ∈ C, l’application
φx,y : [0, 1] −→ R

t 7−→ f(tx+ (1− t)y)
est convexe.

Démonstration du lemme
Soient x, y ∈ C.
Si φx,y est convexe, alors

tf(x)+(1− t)f(y) = tφx,y(1)+(1− t)φx,y(0) ≥ φx,y(t ·1+(1− t) ·0) = φx,y(t) = f(tx+(1− t)y).

Si f est convexe, alors pour t, s, λ ∈ [0, 1], on a

φx,y(λt+ (1− λ)s) = f((λt+ (1− λ)s)x+ (1− (λt+ (1− λ)s))y)

= f(λ(tx+ (1− t)y) + (1− λ)(sx+ (1− s)y))

≤ λf(tx+ (1− t)y) + (1− λ)f(sx+ (1− s)y)

≤ λφx,y(t) + (1− λ)φx,y(s)

donc φx,y est convexe.
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1. Montrons la première équivalence. Commençons par remarquer que pour tout t ∈ [0, 1]
et tous x, y ∈ C

φ′
x,y(t) = Dftx+(1−t)y(x− y) = ⟨∇f(tx+ (1− t)y), x− y⟩

=
n∑
j=1

∂f

∂xj
(tx+ (1− t)y)(xj − yj).

— Si f est convexe, alors φx,y est convexe donc φx,y(0) ≥ φx,y(1) + (0 − 1)φ′
x,y(1), i.e.

f(y) ≥ f(x) +Dfx(y − x).
— Si φ′

x,y(t) = Dftx+(1−t)y(x−y) pour tous x, y ∈ C, alors pour tous t, s ∈ [0, 1] et tous
x, y ∈ C

φx,y(s) = f(sx+ (1− s)y)

≥ f(tx+ (1− t)y) +Dftx+(1−t)y((s− t)(x− y))

= φx,y(t) + (s− t)φ′
x,y(t).

Ainsi φx,y est convexe et donc f aussi.

Pour la stricte convexité, il suffit de remplacer les inégalités par des inégalités strictes.

2. Montrons la caractérisation à l’aide de la différentielle seconde. Comme

φ′
x,y(t) =

n∑
j=1

∂f

∂xj
(tx+ (1− t)y)(xj − yj)

on a

φ′′
x,y(t) =

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f

∂xi∂xj
(tx+ (1− t)y)(xj − yj)(xi − yi)

= ⟨Hf(tx+ (1− t)y)(x− y), x− y⟩.

— Si f est convexe, alors pour tous y, y + h ∈ C,φy+h,y est convexe donc pour tout
t ∈ [0, 1], φ′′

y+h,y(t) ≥ 0 donc ⟨Hf(y + th)(th), th⟩ ≥ 0. En particulier, pour tous
z ∈ Cet h ∈ Rn, ⟨Hf(z)(h), h⟩ ≥ 0.

— Si pour tous z ∈ Cet h ∈ Rn, ⟨Hf(z)(h), h⟩ ≥ 0, alors φ′′
x,y(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, 1]

et tous x, y ∈ C donc φx,y est convexe et f aussi.

Exemple 53 Soient α, β ∈ R et
f : R2 −→ R

(x, y) 7−→ αx2 + βy2
. L’application f est de

classe C2 sur R2 et Hf(x, y) =

(
2α 0
0 2β

)
donc f est convexe si et seulement si α ≥ 0

et β ≥ 0, strictement convexe si et seulement si α > 0 et β > 0.

5.5.2 Extrema des fonctions convexes

Théorème 25 Soient C un ouvert connexe et f une application convexe de classe C1

sur C à valeurs réelles. Alors tout point critique de f est un point de minimum global de
f sur C. Si f est strictement convexe, alors tout point critique de f est l’unique point de
minimum global de f sur C.
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1. Soit a un point critique de f . f est convexe et C1 donc pour tout x ∈ C, f(x) ≥
f(a) +Dfa(x− a) = f(a) donc f admet un minimum global en a.

2. Si f est strictement convexe et f(a) = f(b) = minC f avec a ̸= b, alors

min
C

f ≤ f

(
a+ b

2

)
<

1

2
f(a) +

1

2
f(b) = min

C
f,

ce qui est absurde.

Exemple 54 Soit A ∈ S++
n (R) une matrice réelle symétrique définie positive et b ∈ Rn.

On pose pour x ∈ Rn

f(x) =
1

2
⟨Ax, x⟩+ ⟨b, x⟩.

Alors f est de classe C2 sur Rn, ∇f(x) = Ax+ b et Hf(x) = A.
En effet :

f(x+ h) =
1

2
⟨A(x+ h), x+ h⟩+ ⟨b, x+ h⟩

=
1

2
⟨Ax+ Ah, x+ h⟩+ ⟨b, x+ h⟩

= f(x) +
1

2
⟨Ax, h⟩+ 1

2
⟨Ah, x⟩+ 1

2
⟨Ah, h⟩+ ⟨b, h⟩

= f(x) + ⟨Ax+ b, h⟩+ 1

2
⟨Ah, h⟩

Comme A est définie positive, f est strictement convexe.
Comme A est inversible, f admet un point critique a = −A−1b.
Ainsi a est l’unique point de minimum global de f sur Rn.



Chapitre 6

Intégrales multiples

6.1 Notion de C1 difféomorphisme

Définition 28 Soient U et V des ouverts de Rn et φ une application de U dans V . On
dit que φ est un C1 difféomorphisme de U sur V si

1. φ est bijective de U sur V ;

2. φ et φ−1 sont de classe C1 (sur U et V respectivement)

Remarque 14 Si φ est un C1 difféomorphisme de U sur V , alors en différentiant l’égalité
φ−1 ◦ φ = idRn, on obtient pour tout a ∈ U l’égalité matricielle

J(φ−1)(φ(a)) · Jφ(a) = In,

ce qui implique que pour tout a ∈ U , Jφ(a) est inversible donc Dφa aussi et de plus
(Dφa)

−1 = D(φ−1)φ(a).
Le théorème d’inversion locale ci-dessous fournit une réciproque partielle de cette re-
marque.

Théorème 26 (inversion locale) Si φ : U ⊂ Rn → Rn est de classe C1 sur U , injective
et si pour tout x ∈ U , Dφx est inversible (i.e. det(Jφ(x)) ̸= 0), alors φ est un C1-
difféomorphisme de U sur φ(U).

La démonstration sera faite en L3.

Exemple 55 1. Coordonnées polaires.
φ : (ρ, ϑ) 7→ (r cos(ϑ), r sin(ϑ)) est un C1 difféomorphisme de ]0,+∞[×]−π, π[ sur
R2 \ (]−∞, 0]× {0}).
En effet :
• φ est injective sur ]0,+∞[×]−π, π[ car comme ρ, ρ′ > 0 et −π < ϑ, ϑ′ < π, on a

φ(ρ, ϑ) = φ(ρ′, ϑ′) ⇔ ρeiϑ = ρ′eiϑ
′ ⇔ ρ = ρ′ et ϑ ∼ ϑ′ mod 2π ⇔ ρ = ρ′ et ϑ = ϑ′.

• Jφ(ρ, ϑ) =
(

cos(ϑ) −ρ sin(ϑ)
sin(ϑ) ρ cos(ϑ)

)
donc det(Jφ(ρ, ϑ)) = ρ > 0.

• φ(]0,+∞[×]− π, π[) = R2 \ (]−∞, 0]× {0}).
Remarquons que φ(]0,+∞[×] − π, π]) = R2 \ {0} mais ]0,+∞[×] − π, π] n’est
pas un ouvert. De même φ(]0,+∞[×R) = R2 \ {0} mais φ n’est pas injective sur
]0,+∞[×R.

59
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2. Coordonnées cylindriques.
ϕ : (ρ, ϑ, z) 7→ (ρ cos(ϑ), ρ sin(ϑ), z) est un C1 difféomorphisme de
]0,+∞[×]0, 2π[×R sur R3 \ P où P est le demi-plan d’équation {y = 0, x ≥ 0}.
En effet :
• ϕ est injective sur ]0,+∞[×]0, 2π[×R (mêmes arguments que pour φ)

• Jϕ(ρ, ϑ, z) =

 cos(ϑ) −r sin(ϑ) 0
sin(ϑ) r cos(ϑ) 0

0 0 1

 donc det(Jφ(r, ϑ)) = r > 0.

• φ(]0,+∞[×]0, 2π[×R) = R2 \ P .

3. Coordonnées sphériques.
ψ : (ρ, ϑ, φ) 7→ (ρ cos(ϑ) sin(φ), ρ sin(ϑ) sin(φ), ρ cos(φ)) est un C1 difféomorphisme
de ]0,+∞[×]−π, π[×]0, π[ sur R3\P où P est le demi-plan d’équation {y = 0, x ≥
0}.
En effet :
• ψ est injective sur ]0,+∞[×]− π, π[×]0, π[.

• Jψ(ρ, ϑ, φ) =

 cos(ϑ) sin(φ) −ρ sin(ϑ) sin(φ) ρ cos(ϑ) cos(φ)
sin(ϑ) sin(φ) ρ cos(ϑ) sin(φ) ρ sin(ϑ) cos(φ)

cos(φ) 0 −ρ sin(φ)

 donc

det(Jψ(ρ, ϑ, φ)) = −ρ2 sin(φ) < 0.
• φ(]0,+∞[×]− π, π[) = R2 \ (]−∞, 0]× {0}).
Remarquons que φ(]0,+∞[×] − π, π]) = R2 \ {0} mais ]0,+∞[×] − π, π] n’est
pas un ouvert. De même φ(]0,+∞[×R) = R2 \ {0} mais φ n’est pas injective sur
]0,+∞[×R.

6.2 Intégrales multiples : définitions

On cherche à généraliser la notion d’intégrale à des fonctions continues sur un compact
de Rn.

6.2.1 Intégrale sur un pavé de Rn

Définition 29 On appelle pavé de Rn tout ensemble P de la forme P =
∏n

i=1 Ii où Ii est
un intervalle borné de R (donc Ii = [ai, bi] avec ai ≤ bi, ai, bi ∈ R).
On appelle volume de P le produit µ(P ) =

∏n
i=1(bi − ai).

Définition 30 Si P =
∏n

i=1[ai, bi] est un pavé fermé de Rn et f : P → R est une fonction
continue sur P , on définit l’intégrale de f sur P par∫

P

f(x1, · · · , xn)d(x1, · · · , xn) =
∫ b1

a1

(∫ b2

a2

· · ·
∫ bn

an

f(x1, · · · , xn)dxn · · · dx2
)
dx1.

Théorème 27 (Fubini sur un pavé de Rn) Si f : P → R est une fonction continue
sur P , alors pour toute application bijective σ : {1, · · · , n} → {1, · · · , n} on a

∫
P

f(x1, · · · , xn)d(x1, · · · , xn) =
∫ bσ(1)

aσ(1)

(∫ bσ(2)

aσ(2)

· · ·
∫ bσ(n)

aσ(n)

f(x1, · · · , xn)dxσ(n) · · · dxσ(2)

)
dxσ(1).
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Autrement dit, on peut intégrer dans l’ordre que l’on veut.
En particulier si P ⊂ R2∫

[a,b]×[c,d]

f(x, y)d(x, y) =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dy dx =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dx dy.

Exemple 56∫
[1,2]×[0,2]

yexyd(x, y) =

∫ 2

1

∫ 2

0

yexydy dx =

∫ 2

0

y

∫ 2

1

exydx dy

=

∫ 2

0

y

[
1

y
exy
]2
1

dy =

∫ 2

0

(
e2y − ey

)
dy

=

[
1

2
e2y − ey

]2
0

=
1

2
e4 − e2 −

(
1

2
− 1

)
=

1

2

(
e4 − 2e2 + 1

)
Proposition 33 Si f(x, y) = g(x)h(y) avec g : [a, b] → R et h : [c, d] → R, alors∫

[a,b]×[c,d]

f(x, y)d(x, y) =

(∫ b

a

g(x)dx

)(∫ d

c

h(y)dy

)
.

6.2.2 Intégrale double sur un ensemble délimité par des graphes
de fonctions

Définition 31 Soit [a, b] un segment de R, u et v deux fonctions continues sur [a, b] telles
que u ≤ v sur [a, b]. Si D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, u(x) ≤ y ≤ v(x)} et si f : D → R
est continue sur D, alors on définit l’intégrale de f sur D par∫

D

f(x, y)d(x, y) =

∫ b

a

(∫ v(x)

u(x)

f(x, y)dy

)
dx.

Exemple 57 Soit D le triangle délimité par les axes et la droite d’équation y = −2x+2,
i.e

D = {(x, y) ∈ [0,+∞[2 : y ≤ −2x+ 2}.

Alors l’ensemble des valeurs prises par x lorsque (x, y) parcourt D est [0, 1] et lorsque
x ∈ [0, 1] est fixé, (x, y) ∈ D ⇔ 0 ≤ y ≤ 2− 2x. On a donc∫

D

(2x+ y)2d(x, y) =

∫ 1

0

(∫ 2−2x

0

(2x+ y)2dy

)
dx =

∫ 1

0

[
1

3
(2x+ y)3

]2−2x

0

dx

=

∫ 1

0

(
1

3
23 − 1

3
(2x)3

)
dx =

8

3

∫ 1

0

(
1− x3

)
dx

=
8

3

[
x− 1

4
x4
]1
0

=
8

3

(
1− 1

4

)
= 2.

Proposition 34 (Théorème de Fubini) Soit [a, b] et [c, d] des segments de R, u et v
deux fonctions continues sur [a, b] telles que u ≤ v sur [a, b] et s et t deux fonctions
continues sur [c, d] telles que s ≤ t sur [c, d]. Si

D = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, u(x) ≤ y ≤ v(x)} = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, s(y) ≤ x ≤ t(y)}
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et si f : D → R est continue sur D, alors on a∫
D

f(x, y)d(x, y) =

∫ b

a

(∫ v(x)

u(x)

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ t(x)

s(x)

f(x, y)dx

)
dy.

Autrement dit, on peut choisir l’ordre des variables par rapport auxquelles on intègre.

Exemple 58 On reprend l’exemple précédent. D est le triangle délimité par les axes et
la droite d’équation y = −2x+ 2, i.e

D = {(x, y) ∈ [0,+∞[2 : y ≤ −2x+ 2}.

Alors l’ensemble des valeurs prises par y lorsque (x, y) parcourt D est [0, 2] et lorsque
y ∈ [0, 2] est fixé, (x, y) ∈ D ⇔ 0 ≤ 0 ≤ 1− y/2. On a donc∫

D

(2x+ y)2d(x, y) =

∫ 2

0

(∫ 1−y/2

0

(2x+ y)2dx

)
dy =

∫ 2

0

[
1

6
(2x+ y)3

]1−y/2
0

dy

=

∫ 2

0

1

6

(
23 − y3

)
dy =

1

6

[
23y − 1

4
y4
]2
0

=
1

6

(
24 − 22

)
= 2.

Proposition 35 Si D1 et D2 sont des compacts de R2 de la forme introduite en définition
32 ou de la forme symétrique en inversant les rôles de x et y, si D1 ∩D2 ⊂ ∂D1 ∪ ∂D2,
alors on définit∫

D1∪D2

f(x, y)d(x, y) =

∫
D1

f(x, y)d(x, y) +

∫
D2

f(x, y)d(x, y).

Cette définition est compatible avec les définitions précédentes.

Remarque 15 Cela signifie que lorsque le compact D sur lequel on intègre a une forme
compliquée, on peut le découper en plusieurs morceaux simples dont l’intersection est
réduite à une courbe simple et l’intégrale sur le compact est définie comme la somme des
intégrales sur les différents morceaux. On admet donc que la partie de l’intégrale sur la
courbe ne compte pas.

Exemple 59 Si D = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1}, alors D = D1 ∪D2 avec

D1 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1 , x− 1 ≤ y ≤ 1− x}

D2 = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 0 , −x− 1 ≤ y ≤ 1 + x}.∫
D

ex+yd(x, y) =

∫ 1

0

∫ 1−x

x−1

ex+ydydx+

∫ 0

−1

∫ 1+x

−x−1

ex+ydydx

=

∫ 1

0

ex [ey]1−xx−1 dx+

∫ 0

−1

ex [ey]1+x−x−1 dx

=

∫ 1

0

ex
(
e1−x − ex−1

)
dx+

∫ 0

−1

ex
(
ex+1 − e−x−1

)
dx

=

∫ 1

0

(
e− e2x−1

)
dx+

∫ 0

−1

(
e2x+1 − e−1

)
dx

=

[
ex− 1

2
e2x−1

]1
0

+

[
1

2
e2x+1 − e−1x

]0
−1

= e− 1

2

(
e− e−1

)
+

1

2

(
e− e−1

)
− e−1 = e− e−1
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6.2.3 Intégrale triple sur un ensemble délimité par des graphes
de fonctions

Si F est une partie de R3 délimitée par une surface Σ et si f est une fonction à valeurs
dans R continue sur F , on calcule

∫
F
f(x, y, z)d(x, y, z) dans les cas simple, i.e. lorsque le

bord Σ de D est constitué de morceaux de surfaces définies par une équation de la forme
z = h(x, y).

Définition 32 Soit [a, b] un segment de R, u et v deux fonctions continues sur [a, b] telles
que u ≤ v sur [a, b] et φ, ψ deux fonctions continues sur

D(u, v) = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, u(x) ≤ y ≤ v(x)}

telles que φ(x, y) ≤ ψ(x, y) pour (x, y ∈ D. Si F = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈
D(u, v) et φ(x, y) ≤ z ≤ ψ(x, y)} et f : F → R est continue sur F , alors on définit
l’intégrale de f sur F par∫

F

f(x, y, z)d(x, y, z) =

∫ b

a

(∫ v(x)

u(x)

(∫ ψ(x,y)

φ(x,y)

f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx.

Exemple 60 Soit F le prisme délimité par les plans d’équation x = 0, y = 0, z = 0 et
x+ y + z = 1, i.e

F = {(x, y, z) ∈ [0,+∞[3 : z ≤ 1− x− y}.
Alors l’ensemble des valeurs prises par x lorsque (x, y, z) parcourt F est [0, 1] et lorsque
x ∈ [0, 1] est fixé, y parcourt [0, 1−x] et pour x, y fixés, (x, y, z) ∈ F ⇔ 0 ≤ z ≤ 1−x−y.
Le volume du prisme est∫

F

d(x, y, z) =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

dz

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(1− x− y)dy

)
dx

=

∫ 1

0

[
(1− x)y − 1

2
y2
]1−x
0

dx =

∫ 1

0

(
(1− x)2 − 1

2
(1− x)2

)
dx

= −1

6

[
(1− x)3

]1
0
=

1

6
.

Comme pour les intégrales doubles, le théorème de Fubini permet d’affirmer que si l’on
change le rôle joué par les variables x, y et z, on obtient la même valeur pour l’intégrale.
De même si F1 et F2 vérifient F1 ∩ F2 ⊂ ∂F1 ∪ ∂F2, alors on définit l’intégrale sur
F = F1 ∪ F2 comme la somme des intégrales sur F1 et sur F2.

6.2.4 Propriétés des intégrales multiples

Les intégrales multiples ainsi définies vérifient les mêmes propriétés que l’intégrale simple.

Proposition 36 Soit D,D′ des domaines de R2 ou de R3, soient f, g : D → R des
applications continues sur D et D′. On notera u = (x, y) si on est dans R2 et u = (x, y, z)
si on est dans R3.

1. Linéarité. Si λ, µ sont des réels, alors∫
D

(λf + µg)(u)du = λ

∫
D

f(u)du+ µ

∫
D

g(u)du.
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2. Positivité. Si f est positive sur D, alors
∫
D
f(u)du ≥ 0.

Si f(u) ≤ g(u) pour tous u ∈ D, alors
∫
D
f(u)du ≥

∫
D
g(u)du. En particulier∣∣∣∣∫

D

f(u)du

∣∣∣∣ ≥ ∫
D

|f(u)|du.

3. Croissance par rapport au domaine. Si D ⊂ D′ et si f est continue et positive sur
D′, alors ∫

D

f(u)d(u) ≥
∫
D′
f(u)d(u).

Remarque 16 — Si D ⊂ R2, alors l’aire de D est

A(D) =

∫
D

d(x, y)

et les coordonnées du centre de gravité G de D sont

xG =
1

A(D)

∫
D

xd(x, y) et yG =
1

A(D)

∫
D

yd(x, y).

— Si D ⊂ R3, alors le volume de D est

V(D) =

∫
D

d(x, y, z)

et les coordonnées du centre de gravité G de D sont

xG =
1

V(D)

∫
D

xd(x, y, z) yG =
1

V(D)

∫
D

yd(x, y, z) et zG =
1

V(D)

∫
D

zd(x, y, z).

6.3 Changement de variables

6.3.1 Théorème de changement de variable

Théorème 28 Soit K ⊂ Rn (n = 2 ou n = 3) un compact limité par des courbes ou
surfaces simples. Soit U un ouvert de Rn contenant K. Soient φ : U → Rn une application

de classe C1 et f : φ(K) → Rn une application continue. Si la restriction de φ à
◦
K est

un C1-difféormorphisme de
◦
K sur φ

(
◦
K

)
, alors

∫
φ(K)

f(v)dv =

∫
K

(f ◦ φ)(u)| det Jφ(u)|du.

6.3.2 Exemples

1. Coordonnées polaires.
Calculons

∫
D
(x−y)2dxdy avecD = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ x et x2+y2 ≤ 1}.

Le compact K = [0, 1]× [0, π/4] est contenu dans R2 qui est ouvert. L’application
φ : (ρ, ϑ) 7→ (r cos(ϑ), r sin(ϑ)) est de classe C1 sur R2 et c’est un difféomorphisme

de ]0, 1[×]0, π/4[=
◦
K sur

◦
D = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, 0 < y < x et x2 + y2 < 1}. De
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plus det(Jφ(ρ, ϑ)) = ρ et f : (x, y) → (x− y)2 est continue sur R2.
On a donc∫

D

(x− y)2dxdy =

∫
φ(K)

f(v)dv =

∫
K

(f ◦ φ)(u)| det Jφ(u)|du

=

∫
[0,1]×[0,π/4]

f(ρ cos(ϑ), ρ sin(ϑ))|ρ|d(ρ, ϑ)

=

∫
[0,1]

(∫
[0,π/4]

ρ3(cos(ϑ)− sin(ϑ))2dρ

)
dϑ

=
1

4

∫ π/4

0

(1− 2 cos(ϑ) sin(ϑ))dϑ

=
1

4

∫ π/4

0

(1− sin(2ϑ))dϑ

=
1

4

(
π

4
+

1

2
[cos(2ϑ)]π/40

)
=

1

4

(
π

4
− 1

2

)
2. Coordonnées cylindriques.

Calculons
∫
D
xyzdxdydz avec D = {(x, y, z) ∈ R3 : x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤

1 et x2 + y2 ≤ z2}.
L’application φ : (ρ, ϑ, z) 7→ (ρ cos(ϑ), ρ sin(ϑ), z) est de classe C1 sur R3. Le
compactK = {(ρ, ϑ, z) ∈ R3 : z ∈ [0, 1], 0 ≤ ϑ ≤ π/2, 0 ≤ ρ ≤ z} est contenu dans

l’ouvert R3. L’application φ est un difféomorphisme de
◦
K sur

◦
D et det(Jφ(ρ, ϑ)) =

ρ. De plus, f : (x, y, z) 7→ xyz est continue sur R3. On a donc∫
D

(xyz)d(x, y, z) =

∫
φ(K)

f(v)dv =

∫
K

(f ◦ φ)(u)| det Jφ(u)|du

=

∫
[0,1]

(∫
[0,z]

(∫
[0,π/2]

f(ρ cos(ϑ), ρ sin(ϑ), z)|ρ|dϑ
)
dρ

)
dz

=

∫
[0,1]

(∫
[0,z]

(∫
[0,π/2]

ρ3 cos(ϑ) sin(ϑ)zdϑ

)
dρ

)
dz

=

(∫
[0,1]

(
z

∫
[0,z]

ρ3dρ

)
dz

)(∫
[0,π/2]

1

2
sin(2ϑ)dϑ

)
=

(∫
[0,1]

z5

4
dz

)[
−1

4
cos(2ϑ)

]π/2
0

=
1

24

1

2
=

1

48
.

3. Coordonnées sphériques.
Calculons

∫
B(0,1)

(x2 + y2 + z2)d(x, y, z).

L’application ψ : (ρ, ϑ, φ) 7→ (ρ cos(ϑ) sin(φ), ρ sin(ϑ) sin(φ), ρ cos(φ)) est de classe
C1 de R3 sur R3 et det(Jψ(ρ, ϑ, φ)) = −ρ2 sin(φ).
Si K = {(ρ, ϑ, φ) ∈ R3 : −π ≤ ϑ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 1}, alors K est

compact et ψ est un C1-difféomorphisme de
◦
K sur ψ(

◦
K) et ψ(K) = B(0, 1). On a

donc ∫
B(0,1)

(x2 + y2 + y2)d(x, y, z) =

∫
K

ρ2| − ρ2 sin(φ)|d(ρ, ϑ, φ)

=

(∫ 1

0

ρ4dρ

)
2π

(∫ π

0

sin(φ)dφ

)
=

4π

5
.
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