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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

But : généraliser la notion de limite au cas d’une fonction d’un espace vectoriel dans un
autre. Besoin de notion de proximité.

Dans K = R ou C, z est proche de y lorsque |x — y| est petit (valeur absolue ou module).
Dans un espace vectoriel quelconque, on dira que le vecteur x est proche de y lorsque
x — y sera petit, ce qu’il faut définir. On introduit donc la notion de norme, qui mesurera
la taille d'un vecteur.

Exemple 1 Dans R?,
e norme euclidienne ||(x,y)||2 = /22 + y?

e norme (' ou de Manhattan ||(z,y)|1 = |z| + |y|.

Dans tout ce chapitre, E sera un espace vectoriel sur K = R ou C. Les éléments de
E seront appelés des vecteurs. On peut additionner des vecteurs, les multiplier par un
scalaire. On travaillera beaucoup avec £ = R" = {x = (21,29, -+ ,x,),z; € R}.

1.1 Norme sur un K-espace vectoriel

1.1.1 Définition
Définition 1 Soit E un K-espace vectoriel. Une norme sur E est une application
N : E — R telle que
1. pour tout x € E, N(x) > 0 (positivité) ;
2. pour tout v € E, N(z) =0« = =0 (séparation) ;
3. pour tout x € E, pour tout A € K, N(Azx) = |[\|N(z) (homogénéité);
4. pour tout (z,y) € E*, N(z+y) < N(z)+ N(y) (inégalité triangulaire).
E muni d’une norme N est appelé espace vectoriel normé et noté (E, N). Dans ce cours,

on écrira evn pour “espace vectoriel normeé”.

On a en fait une cinquieme propriété : N est une application de £ dans R bien définie.

Remarque 1 Si N est une norme sur l’espace vectoriel E, alors
— Yz € E, N(—z) = N(z);

— Vz,y € E, [N(z) = N(y)| < ]jiglzi

Cette derniere propriété sera trés utile dans la pratique.
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1.1.2 Exemples
Normes sur K"

e £ = R muni de la valeur absolue est un evn sur R.
e £ = C muni du module est un evn sur C.
e Sur £ = R"” ou C” on définit la norme 1 par

[z]ls = [@1] + 22| + -+ |za] si @ = (21, 20).
(E, || |l1) est un evn.
Démonstration
e Positivité : || - ||; est clairement une application bien définie sur K" & valeurs dans R™.

e Séparabilité : Si x € K" et ||z||; = 0 alors comme une somme de termes positifs ne peut
étre nulle que si chaque terme est nul, on a |z;| = 0 donc z; = 0 pour tout i € [1,n] et
donc x = 0.

e Homogénéité : Si z € K" et A € K alors pour tout ¢ € [1,n], |A\x;| = A||z;| donc

n

zlle = Pl = (A1) lzil = Al
=1

=1

e Inégalité triangulaire : Si z,y € K" alors pour tout i € [1,n], |x; + y;| < |z;| + |yi| donc

n n n n
o+ ylle =D s+ il <Y (sl + ) =D laal + > lwil =zl + [yl
=1 =1 =1 =1

e Sur £ = R" ou C", on définit la norme infinie par

lolloo = b fos] st = (o, ).

(E, || ||o) est un evn.

Démonstration

Tres similaire a la prédente. A savoir faire (cf TD).
(1, ,2,) +— min{|z;],1 <i<n}’

e L’application n’est pas une norme.

Démonstration
N(1,0,---,0) = 0 et pourtant (1,0---,0) n’est pas le vecteur nul, la séparabilité n’est

pas vérifiée.

Normes dérivées d’un produit scalaire

Théoréme 1 Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, ). Alors l'applica-
tion N : E — R définie par N(x) = \/(x,x) définit une norme sur E. On l’appelle norme

dérivée du produit scalaire.

Exemple 2 Dans R", la norme || - ||2 est dérivée du produit scalaire (x,y) = > i | TY;.

Pour démontrer ce théoreme on aura besoin de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (qui est tres
utile en soit et doit étre connue).
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Lemme 1 (inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E' un espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire (-,-) et N la norme dérivée de ce produit scalaire. Alors pour tout (x,y) € E?,

[(z,y)| < N(2)N(y).

Démonstration du lemme. Trés jolie démonstration! On la fait dans le cas plus simple K = R.
R — R

A = NQAz+y)?-

Pour tout A € R, P(\) > 0 par positivité du produit scalaire. On a de plus, par symétrie et
bilinéarité du produit scalaire

Soient z,y € E%. On consideére I'application P :

P(\) = NOz+y)? = Qa+y, \xz+y) = M2z, 2) +20(z, )+ (5, 9y) = NN (2)*+2Xz, y) + N(y)>.

Ainsi P est une application polynomiale de degré 2 qui ne change pas de signe sur R donc son
discriminant A = 4(z, y)2 — 4(N(2)N(y))? est négatif ou nul, i.e. [(z,y)| < N(2)N(y).

Exemple 3 Dans R", l'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit

n
E TiYi
i=1

n n
< Do D R
=1 =1

Démonstration du théoréme dans le cas K = R (le cas K = C est un peu plus
technique, il faut prendre garde aux conjugués)

e N est clairement une application bien définie sur E & valeurs dans RT. La positivité est
vérifiée car induite par la positivité du produit scalaire.

e Siz € E et N(x) =0 alors, le produit scalaire étant défini positif, x = 0. La séparabilité
est vérifiée.

e Sixz € F et A € R alors par bilinarité du produit scalaire, on a

N(Az)? = Oz, \z) = Xz, z) = |\*N(z)?

et 'homogénéité est vérifiée en prenant la racine carrée car N(z) > 0.
e Si z,y € E alors par bilinéarité et symétrie du produit scalaire

N(z+y)* = (z +y,x+y) = N(2)* + 2(z,y) + N(y)*.
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, 2(x,y) < 2N (z)N(y) et donc
N(z+y)* < N(2)* + 2N(@)N(y) + N(y)* = (N(z) + N(y))*.

Un passage a la racine carrée permet de montrer que 'inégalité triangulaire est vérifiée
(tous les termes sont poisitifs).

Exemple 4 ¢ R" muni de la norme 2 ou norme euclidienne définie par ||x|s =

2+ -+ a2 est un evn.

e C" muni de la norme 2 ou norme euclidienne définie par ||z||2 = /|12 + - + |22
est un evn.




12 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES

Normes sur un espace vectoriel de dimension finie

On verra en TD que si p € [1,+oo] et si || - ||, : K® — R est définie par

n 1/p
zll, = (Z |l“i|p>

=1

alors (K", || - ||,) est un evn.
Sur un espace vectoriel E de dimension finie n, on peut en choisissant une base(eq, - - - ;e,),
identifier £ a K”". On définit alors une norme N, sur E par

N,

() = |[(z1,- - ,20)|l, avec x=x1e1 4+ zpen.
Exemple 5 e On peut identifier M, (R) a R™ et on obtient que [’application
M = (ai,j)(i,j)e[l,n]2 = maX{|ai,j’7 (Z7]> € [1,”]2}

définit une norme sur M,(R).
e Sip>1, Uapplication

1/p

M = (ai,j)(’i,j)e[l,n]Q — Z |ai7]’|p

(i,4)€[1,n]?

définit une norme sur M,(R).

Normes induites, norme produit

Proposition 1 Si F' est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel normé (E, N), alors
F' munt de la norme induite Ng est un espace vectoriel normeé.

Proposition 2 Si (E1, Ny),- -+, (Ey, Ni) sont des espaces vectoriels normés sur K alors
E =FE) X+ X Ex muni de N définie par N(zy,--- ,x,) = max}_, N;(z;) est un espace
vectoriel normé.

Démonstration

e N est clairement une application bien définie sur E* & valeurs dans RT. La positivité est
vérifiée.

e Siz € EF et N(z) = 0 alors comme un maximum de termes positifs ne peut étre nul que
si chaque terme est nul, on a N;(z;) = 0 donc z; = 0 pour tout i € [1,k] et donc x = 0. La
séparabilité est vérifiée.

e Six € EF et A € K alors pour tout i € [1, k], N;(Az;) = AN;(x;) donc

N () = max Ny(Az;) = max |ANy(z) = A max Ni(:) = AN (2)

et ’homogénéité est vérifiée.
e Si 2,y € E¥ alors pour tout i € [1, k], N;(z; + ;) < Ni(x;) + Ni(y;) donc

[k

k k
Nz +y) = max Ni(z; +y;) < I?:afi(Ni(l'i) + N;i(y;)) <m

%

o Vi) + it Ny () = N () + N (y)

et I'inégalité triangulaire est vérifiée.
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Incursion en dimension infinie

Soit E l'espace vectoriel des applications continues du segment [a, b] dans K.
o Ni(f) = fab | f(t)|dt définit une norme sur E.

Démonstration

e N; est clairement une application bien définie sur E & valeurs dans R*. La positivité est
vérifiée.

e Si f € Eet Ni(f)=0 alors comme |f| est positive et continue, on a f nulle sur [0, 1].

On peut le montrer en raisonnant par I'absurde et en supposant que |f(¢)| > 0 pour un certain
c € [0,1] et par continuité il existera un intervalle non réduit & un point de [0, 1] sur lequel |f|
sera > |f(c)|/2 ce qui impliquera la positivité stricte de Ny (f).

On peut aussi appliquer le théoreme fondamental du calcul intégral vu en analyse 2 : la fonction
F iz [ ]f(t)]dt est de classe CT sur [0, 1] de dérivée |f| positive et donc elle est croissante.
Comme F(0) = 0 = F(1), la fonction F' est nulle et donc sa dérivée |f| aussi. La séparabilité
est vérifiée.

e [’homogénéité et l'inégalité triangulaire découlent de la linéarité de l'intervalle et des
propriétés (homogénéité et inégalité triangulaire) de la valeur absolue.

1/2
o No(f) = ( fab |f (t)|2dt> définit une norme sur E qui provient du produit scalaire
(f,9) = J; F(D)g(t)dt.

Démonstration

On vérifie que 'on a bien un produit scalaire.

o Noo(f) = maxscpa | f(t)| définit une norme sur £.

Démonstration

A faire en exercice.

77
e Pour p > 1, N,(f) = (fab |f(t)|pdt> * définit une norme sur E (admis).

e N; et N, ne sont pas des normes sur 'espaces vectoriel des fonctions de [a,b] dans K.

Démonstration
C’est la séparabilité qui n’est pas vérifiée. L’intégrale d’une fonction nulle partout sauf en 1/2

ou elle vaut 1 est nulle mais la fonction n’est pas nulle.

1.1.3 Boules associées a une norme

Définition 2 Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit v € E et R > 0 un réel.
On appelle boule ouverte de centre x et de rayon R [’ensemble

B(z,R)={y€ EF : N(z —y) < R}.

On appelle boule fermée de centre x et de rayon R [’ensemble

B(x,R)={ye€ E : N(x —y) < R}.
Exemple 6 o B(z,0) = () et B(z,0) = {x}.
e Dans (R,|-|), B(x,R) =]x — R,v + R| et B(z,R) =[x — R,x + R)].
e Dans (R2,]| - ||2), B(x, R) est le disque ouvert de centre x et de rayon R et B(x, R) le
disque fermé.
e Dans (R3, |- ||l2), B(x, R) est la sphére ouverte de centre x et de rayon R et B(x, R) la
sphere fermée... mais en général une boule n’est pas ronde!
e Dans (R?,|| - |lo) ou (R2,|| - ||1), les boules sont des carrés!
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Remarque 2 B(0,R) = RB(0,1) mais B(z,R) # RB(x,1) si x # 0.
Plus généralement B(z, R) = x + RB(0,1).

Définition 3 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. On dit que A est bornée si il
existe une boule B(x, R) qui contient A.

1.1.4 Normes équivalentes

Définition 4 Soit ' un espace vectoriel muni de deux normes Ny et No. On dit que Ny
et Ny sont équivalentes sur E si il existe des constantes a et B strictement positives telles
que

Ve e E, alNi(zr) < Ny(x) < SNi(x). (1.1)

Proposition 3 Cette relation est une relation d’équivalence sur ’ensemble des normes
sur E (elle est symétrique, transitive et réflezive).

Proposition 4 Si Ny et Ny sont deur normes équivalentes sur E, alors toute partie de
E bornée pour Ny est bornée pour Ns.

Remarque 3 La propriété (1.1) est équivalente a l'inclusion
BNl(O, 1/5) C BN2<O, 1) - BN1(07 1/0()

donc Ny et Ny sont équivalentes si et seulement si By,(0,1) est contenu dans une boule
de centre 0 pour Ny et contient une boule de centre O pour Nj.

Exemple 7 e Dans R? les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes et on a

By (0,1/2) € By, (0,1) € By, (0, 1) € By (0, 1)

B.(0,1)
B1(0\)

e Dans R", les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes et on a

Ve e R, o)l < lzllz < 2]l < nflfle.
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Démonstration
Soit x € R™. Alors

1/2 n 1/2
n n
2] o0 = max |z;| = (maXI%'\Q) < (Z |xi|2> = [l
=1 =1 3
=1
2
De plus |lz|[} = (3232y |wil)” > 220y al* done

n
[llz < [l = (Z \%!) < oo

i=1

On démontrera plus loin dans ce cours le théoreme essentiel suivant.

Théoreme 2 Si E est un espace vectoriel de dimension finie alors les normes sur E sont
toutes équivalentes.

Remarque 4 C’est faux en dimension infinie. Par exemple si pour n € N*, f,, est définie
par fn(z) = (% — a:) n*Lio1/n)(z) pour z € [0,1], alors la partie A = { f,,n > 1} est incluse
dans l’espace vectoriel des fonctions continues sur le segment [0, 1].

e A est bornée pour Ny car Nyi(f,) = Ol/n (f —z)nide=1;
o A n’est pas bornée pour Ny car Noo(fr) = n.

Les norme Ny et N4, ne sont donc pas équivalentes.

1.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Définition 5 Soit (E, N) un espace vectoriel normé et A une partie de E. On dit que A
est ouverte ou que A est un ouvert si

Ve e A e >0: B(z,e) C A

Exemple 8 () et E sont des ouverts.
Dans (R, |-]), | — 00,2] est ouvert mais | — 1,2] ne l’est pas.

Démonstration

| — 00, 2[ est ouvert car si x €] —00,2[ alors 2 —x >0 et B(z,2 —x) C] — 00,2].

| —1,2] n’est pas ouvert car pour tout € > 0, | —1,2]N B(2,¢€) ¢]—1,2] puisque |2,2+ ¢[C B(2,€)
et 2,2+ €[N —1,2] = 0.

Proposition 5 Dans (R, |-|), les intervalles ouverts sont les intervalles de la forme |a, b|
avec —oo0 < a < b < +o0.

Proposition 6 Deux normes équivalentes définissent les mémes ouverts.

Proposition 7 Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration
Cela provient de U'inclusion B(z, R—N(a—=z)) C B(a,R) six € B(a, R).

Proposition 8 1. Une union arbitraire d’ouverts est un ouvert.

2. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
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Démonstration

1. Soit (O;);er une famille d’ouverts de E, O = Ji € 10; et x € O. Alors 1l existe i € I tel
que z € O;. Comme O; est ouvert, il existe € > 0 tel que B(z,¢) C O; C O. O est donc
bien ouvert.

2. Soit (O;)1<i<n une famille finie d’ouverts de E, O = O1 N O2---N Oy, et € O. Alors
pour tout i € [1,n], x € O;. Comme O; est ouvert, il existe ¢; > 0 tel que B(z,¢€) C O;.
Notons € = min}" ; ;. Alors € > 0 et pour tout ¢ € [1,n], B(z,e) C B(z,¢;) C O; donc
B(x,e) C O et O est donc bien ouvert.

Exemple 9 Dans (R, |- 1), | — o0, 1[U]2, 6] est ouvert.
Dans (R?,|| - ||l2), B(0,1) N B((1/2,0),1) est ouvert.

Attention! Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas nécessairement ouverte.

Exemple 10 {0} = Npen+ | =1, 2[ n'est pas un ouvert de (R, |-|)

1
Définition 6 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. On dit que A est fermée ou que
A est un fermé si le complémentaire E\ A de A dans E est un ouvert.

Exemple 11 () et E sont des fermés.

Dans (R, | -|), | — 00, a] U [b, +00] est fermé, [a,b] aussi mais |a,b] ne l’est pas si a < b.
Attention ! Certains ensembles ne sont ni ouverts, ni fermés; E et () sont a la fois ouverts
et fermés.

Proposition 9 1. Une intersection arbitraire de fermés est un fermé.
2. Une réunion finie de fermés est un fermé.

Exemple 12 Dans (R, |- |), | — 00, 1] U [2,6] est fermé.

Dans (R?,|| - ||2), B(0,1) N B((1/2,0),1) est fermé.

Définition 7 Soit (E,N) un evn et A une partie de E.

1. L’adhérence de A, notée A est le plus petit fermé (au sens de Uinclusion) de E
contenant A. C’est l'intersection de tous les fermés de E contenant A.
2. L’intérieur de A, noté A est le plus grand ouvert de E contenu dans A. C’est la

réunion de tous les ouverts contenus dans A.

3. La frontiére de A ou bord de A, notée OA est l'adhérence de A privée de son
intérieur.

Exemple 13 1. Si A = [a,b[C R (a,b € R, a < b), alors A = [a,b], A =la,b| et
0A = {a,b}.
. Si F est fermé, 'adhérence de F' est F.

2
3. 51 O est ouvert, l'intérieur de O est O.

4. Si A= B(x,R), alors A= A, A= B(z,R) et 0A =C(x, R).

5 Si A= {%, n > 1}, alors A = AU {0}, ;1:@ et 0A = A.

6. Si A= {(z,sin(2), x>0}, alors A= AU {0} x [-1,1]), A= 0 et 0A = A.

xT
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Proposition 10 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. Alors
1.ACACA;
2. A fermé & A=A;
3. A ouvert & A = A

Définition 8 Soit (E,N) un evn et A une partie de E. On dit que A est dense dans E
si B = A.

Exemple 14 Q est dense dans R, R\ Q est dense dans R (admis).

1.3 Suites et limites
Soit (£, N) un evn.

Définition 9 Soit (uy,), une suite de E et £ € E. On dit que (uy), converge vers { pour
la norme N et on note lim,, o u, = £ silim, o N(u, — ) =0, i.e. si

Ve >0, dng € N, Vn > ng, N(u, — ¢) < ¢ i.e. u, € B({,¢).

Exemple 15 Dans (R?,| - ||1), la suite (@, %) converge vers (0,0).
n>1

Proposition 11 Toute suite convergente est bornée.

Proposition 12 Soient N; et Ny deuzr normes sur E. Si les normes Ny et Ny sont
équivalentes alors pour toute suite (u,), de E et tout vecteur ¢ de E, (uy,), converge
vers £ pour Ny si et seulement si (uy,), converge vers £ pour Nj.

Démonstration

Soit (uy)n une suite convergeant vers ¢ pour la norme Ni. Soit a > 0 tel que Ny < alVy.
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que pour tout n > ng, Ni(u, — ¢) < €/a.

On a donc pour n > ng, Na(u, — £) < aNi(u, — ) <e.

Ainsi (uy,), converge vers ¢ pour Nj.

La réciproque s’obtient en échangeant les roles de Nj et No.

Attention! C’est faux si les normes ne sont pas équivalentes.

Par exemple, si f,(z) = n (% —2) 1jp1/m(z) pour z € [0,1] alors la suite de fonctions
continues (f,,) converge vers la fonction nulle en norme 1 mais ne converge pas pour la
norme infinie.

Démonstration

1 1/n 1 T xQ 1/n 1 1 1
Nl(fn)z/o ]fn(x)\dx:n/o <n—x>d:r:n[n—2]o :”<nz_2n2> -4

et cette suite converge bien vers 0.

Noo(fn — £) = max (|1 — ¢|,|¢]) > 5 donc (fn)n ne converge pas pour la norme infinie.

Proposition 13 Dans RY | une suite (x,), converge vers £ € RY pour la norme || - |1 si
et seulement si elle converge vers € pour || - ||o si et seulement si elle converge vers { pour
| lloo- En particulier, (z,,), converge vers £ € RN pour la norme || - ||1, || - |l2 ou || - [|oo st

et seulement si les suites de ses coordonnées convergent dans R.
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Plus généralement, si on suppose l’équivalence des normes sur RN, une suite (1,),
converge vers { pour l'une des normes de RY si et seulement si les suites des coordonnées
dans une base quelconque convergent dans R vers les coordonnées de ¢ dans cette méme
base.

Démonstration Par équivalence des normes 1, 2 et infinie sur R, la proposition [12| donne la
premiere assertion. Comme les normes 1, 2 et infinie sont équivalentes sur R”. On munit R” de
la norme infinie. La convergence d’une suite de R™ vers un vecteur de R" est alors clairement

équivalente a la convergence de chaque suite des coordonnées vers la coordonnée de la limite.

Lemme 2 Soit A une partie d’un evn E. Alors a € A si et seulement si pour tout € > 0,

B(a,e) N A#0.

Démonstration
— Soit a € A. Soit € > 0. Si B(a,e) N A =0, alors A\ B(a,e) = AN (E\ B(a,¢)) est un
fermé de E (en tant qu’intersection de deux fermés de E) qui contient A donc il contient
le plus petit fermé de E contenant A, i.e. A. Maisa € Aet a ¢ A\ B(a,¢). C’est absurde.
— Sia ¢ F = A alors il existe une boule centrée en a qui n’intersecte pas F (le
complémentaire de F est ouvert) donc pas A. Ainsi il existe € > 0 tel que B(a,e)NA = 0.
Par contraposée on a la seconde implication.

Proposition 14 Soit A une partie d'un evn E. Alors a € A si et seulement si il existe
une suite (r,), de A qui converge vers a.

Démonstration
— Soit a € A. Soit n € N*. Alors B(a,1/n) N A # () par la proposition précédente donc on
peut choisir z,, dans cette intersection et on a ||z, —a|| < 1/n. On a donc construit une
suite (), de A qui converge vers a.
— S'il existe une suite (z,,), de A qui converge vers a, alors pour tout ¢ > 0, il existe n tel
que z, € B(a,¢) et donc B(a,e) N A # (). Par la proposition précédente, a € A.

Corollaire 1 Soit A une partie d'un evn E. A est fermée si et seulement si toute suite
convergente de A converge vers un élément de A.

Démonstration A est fermée si et seulement si A C A si et seulement si toute suite convergente

de A converge vers un élément de A par la proposition précédente.

Exemple 16 Dans R?, [1,2[x[0,1] n’est pas fermé car (2 — 1/n,1/2), converge vers

(2,1/2).

Corollaire 2 Soient Aq,--- A, des parties de R. Le sous-ensemble A = Ay x --- X A,, est
fermé (respectivement ouvert) dans R™ muni de la norme 1, 2 ou infinie si et seulement
si pour tout © € [1,n|, A; est un fermé (respectivement un ouvert) de R.

‘ Démonstration Découle de la proposition [13| et du corollaire. ‘




Chapitre 2

Applications continues

2.1 Continuité, limite

2.1.1 Limite
Soient (E, N) et (F, N') deux evn. Soit A une partie de E et f: A — F une application.

Définition 10 Soit a € A. On dit que f admet une limite en a s’il existe y € F tel que
Ve >0, 3n >0 tel que Vo € A, N(x —a) <n= N'(f(x) —y) <e. (2.1)

Remarque 5 l.ae A=Ve>0,3r€A: N(x—a)<n.

2. Pour des normes N et N’ fizées, on a unicité de la limite y lorsqu’elle existe. On

écrit alors

y = lim f(x).

Tr—a,
:cEA

3. (2.1) se réécrit Ve > 0, In > 0 tel que f(By(a,n) N A) C By/(y,e).
4. Siy= limz—m f(z) et B C A avec a € B, alors y = lime—a, f(x).
z€B
En partzculzer pour montrer que f n’admet pas de limite en a, il suffit de trouver
deus sous-ensembles B et B' de A tels que a € BN B’ et
lim f(z) # lim f(x)

x—ﬂl $—>(I
zeB xeB/

5. On peut définir la limite épointée de f en a si a € A comme lim a:;i? }f(x)
Tre a
Si cette limite épointée existe alors hmx—% f(z) existe si et seulement si f(a) =
xE

lim z—a, x).
zeA\{a} f< )

Exemple 17 1. Si E = F =R, on retrouve la notion usuelle de limite.

R\ {(0,0} - R . .
(2.1) = :82212%2 alors lim, o f(z,0) = 1 # lim, o f(0,y) = 2
) 224y
donc f n’admet pas de limite (méme épointée) en (0,0).
Dans cet exemple

2.5 f:

lim lim f(z,y) # hm hm f(z,y).

z—0 y—0

Attention ! Pour démontrer 'existence d’une limite dans R™, il ne suffit pas de prendre la
limite coordonnée par coordonnée.
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R? R
RO

(x7y) = 2492

lim, o f(2,0) = 0 = lim, 0 f(0,y) mais lim, o f(x,x) = 1/2 donc f n’admet pas de

limite en (0,0).

Exemple 18 Si f :

Proposition 15 Soit A = A, U --- U A, une partie de E et a € A; N ---N A,. Soit
f A — F une application. Si pour tout i € [1,n], lima:fe—;lq f(x) =1¢, alors f admet £ pour
limite en a. '

Attention! Si A = |J,~, 4i, la conclusion n’est plus nécessairement vraie, il faut que
I'union soit finie.

Exemple 19 Soit A= {(z,y) eR? : 2 <0}U{(z,y) eR? : (x —1)* +y* < 1}.

R? — R
Si f 1 si(z,y) € A | alors pour tout A € R, lim,_,o f(z,\x) = 1 et
(z.y) = 0 sinon -t )

lim, o f(0,y) = 1 donc la limite de f en (0,0) sur toutes les droites passant par lorigine
est €gale a 1. Pourtant

lim z,y) =0
(z,y)—(0,0) fz.y)
(3}—2)2+y2 :47(x7y)7é(010)

donc f n’admet pas de limite en (0,0).

Proposition 16 Si F' est de dimension finie et (fi,---, fn) est une base de F et si
g:ACE — F, alors en écrivant g(z) = g1(x) f1 + -+ - gn(x) fn, on définit des fonctions
gi:ACE—Ketona

Vie [1,n],limg;(x) =4 ot L =V f1 4+ -+ L, f, = lim g(x) = L.

St on suppose démontrée [’équivalence des normes en dimension finie alors c’est une
équivalence.

Démonstration
On utilise

n

Nr(g(x)—£) = Np (Z(Qi( ) — i) > < Z l9i(x) = G| Np(f) < max |gi(x) — 6 \ZNF £i)-

=1

Si on suppose ’équivalence des normes alors on utilise la norme N, définie par

Noo(y1f1 + -+~ + ynfa) = max |y

pour démontrer 'autre implication.

2 2
Exemple 20 5i f: R - R 20y) alors lime a0 f(2,y) = (2,0).

(z,y) — (2z+3y,2zy

Attention! Pour déterminer la limite d’une fonction de R™ dans R, on peut se ramener
a la recherche de m limites de fonctions de R™ dans R mais on ne peut pas se ramener
a des limites de R dans R. Il ne suffit pas de séparer les coordonnées dans I’ensemble de
départ sauf pour montrer qu’une limite n’existe pas.
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Proposition 17 (Caractérisation séquentielle de la limite) La fonction f : A C
E — F admet { pour limite en a si et seulement si pour toute suite (x,), de A qui
converge vers a, la suite (f(x,)), converge vers (.

Démonstration

— Soient f : A — F admettant ¢ pour limite en a et (z,), une suite de A qui
converge vers a. Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que pour tout z € AN Bg(a, a),
f(z) € Bp({,¢€). Il existe N € N tel que pour tout n > N, Ng(z, —a) < a. On a
donc pour n > N, z,, € Bg(a,«) donc f(x,) € Br({,€). Ainsi lim, o f(x,) = L.

— Soit f: A — F n’admettant pas £ pour limite en a. Alors il existe € > 0 tel que
pour tout n € N*, il existe @, € A tel que Ng(zn, —a) < et Np(f(z,) —0) > e
Ainsi la suite (z,,), converge dans A vers a et (f(zy,)), ne converge pas vers £. Par
contraposée on a montré la réciproque.

R? —

Exemple 21 La fonction f : (x,y) — wsin(l/y

) n’admet pas de limite en (1,0).

Démonstration
Si Yy = #, alors limy, o f(1,yn) = 0 mais si y], = m, alors lim, o f(1,y),) =1
alors que limy, o0 Yn, = limy, 00 y), = 0.

Proposition 18 Si f et g ont une limite ¢ et {' en a, alors

o [+ g admet £ + 0" pour limite en a ;

e pour tout A € K, \f admet N\ pour limite en a.

Si de plus f et g sont a valeurs dans K, alors

e fg admet 00" pour limite en a ;

e si de plus g ne s’annule pas sur A et si 0! # 0, f/g admet £/0' pour limite en a.

e Sif:ACE —Feth:BCF—Havecac A, f(A) C B, lim,_,, f(z) =b € B et
limy . h(y) = £, alors ho f admet £ pour limite en a.

2.1.2 Continuité
Soient (E, N) et (F, N') deux evn. Soit A une partie de F et f: A — F une application.

Définition 11 Soit a € A. On dit que [ est continue en a si limigg f(z) eziste (dans ce
cas, elle vaut f(a) cara € AN B(a,n) pour tout n > 0), i.e. si

Ve > 0,3n >0 tel que Vo € A, N(x —a) <n= N'(f(z) — f(a)) <e.
On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

Exemple 22 1. La norme N définie une application continue de (E, N) dans (R, |-|)
car [IN(xz) — N(a)| < N(z — a).
2. Définition 12 Soit k un réel positif. Une application f : A — F est k-
Lipschitzienne si pour tous x,x’ € A,

N'(f(z) = f(2')) < EN(z —af).

Si f est Lipschitzienne alors elle est continue.

E — R

3. Soita € E. L’application f : — N(x —a)

est continue car 1-Lipschitzienne.
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4. Supposons E muni de deuz normes Ny et Ny. L’application idg : (E, N1) — (E, Ns)
est continue si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que Vo € E, Ny(x) < cNy(x).
Elle est donc bicontinue si et seulement si les normes Ny et Ny sont équivalentes.

Démonstration

La récriproque est claire car une fonction Lipschitzienne est continue et

siVx € E, Na(x) < cNi(x), alors idg : (E,N1) — (E, N2) est Lipschitzienne

car [Na(z) — Na(y)| < Na(z —y) < cNi(z — ).

Siidg : (E,N1) = (E, N2) est continue en 0 alors il existe o > 0 tel que pour tout y € E,
Ni(y) < a= Na(y) < 1. On a donc pour tout x € E \ {0},

a ax . 1
mNz(x) =N, <1\71(a:)> <1 e Nap(@) < =Ni(a).

5. Si E est un evn de dimension finie et si (ey,--- ,e,) est une base de E, alors
pour tout i € [1,n], Uapplication f; : E — K qui ¢ x = x1e1 + -+ + zpe, € E
associe la ieme coordonnée x; est continue pour la norme Ny, définie par Ny (z) =
maxj_; |z;|.

2.1.3 Lien entre tolopogie et continuité

Théoréme 3 Une application f: (E,N) — (F,N’) est continue si et seulement si pour
tout ouvert O de F', f~1(O) est un ouvert de E.

Démonstration

— Supposons f continue sur E. Soit O un ouvert de F'. Soit a € f~1(0). Alors f(a) € O et
il existe € > 0 tel que B(f(a),e) C O. Comme lim,_,, f(x) = f(a) puisque f est continue,
il existe o > 0 tel que pour tout € F, Ng(z —a) < a = Np(f(z) — f(a)) < e. Ainsi
r € Bg(a,a) = f(x) € B(f(a),e) C O donc Bg(a,a) C f71(0). f71(O) est bien un
ouvert.

— Supposons que pour tout ouvert O de F, f~1(O) est un ouvert de E. Soit a € E et € > 0.
B(f(a),¢€) est un ouvert de F donc f~1(B(f(a),€)) est un ouvert de E et il existe o > 0
tel que B(a,a) C f~Y(B(f(a),¢)). Ainsi pour tout x € E tel que Ng(xr —a) < a, on a
f(z) € B(f(a),e) donc Np(f(z) — f(a)) < €. On a bien f continue en a.

Remarque 6 Cette propriété permet de donner une définition de la continuité qui se
généralise aux espaces topologiques, on n’a pas besoin de normes.

Exemple 23 L’ensemble E = {(z,y) € R* : z > y} est ouvert car c’est l’image
réciproque de 'ouvert |0, 4+00| de R par l'application continue

f:{<R2 - R

T,y) = r—y

Corollaire 3 f est continue sur E si et seulement si pour tout fermé B de F, f~*(B)
est un fermé de E.

Démonstration B est un fermé de F ssi F'\ B est un ouvert de E. De plus f~1(F \ B) =
B\ f\(B).

On utilise la caractérisation avec les ouverts pour obtenir celle avec les fermés.

Proposition 19 Soit f : A C E — F une application et soit a € A. f est continue en
a si et seulement si pour toute suite (x,), de A qui converge vers a, la suite (f(x,))n
converge vers f(a).
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Démonstration Provient de la caractérisation séquentielle de la limite et de la définition de la

continuité.

2.1.4 Exemples de fonctions continues
Proposition 20 Soient E, F,G des espaces vectoriels normés. Soit A une partie de E et
a€ A.

1. Si f: AC E — F est continue en a et g : F — G est continue en f(a), alors go f
est continue en a.

2. 8 f,g: ACFE — F sont continues en a, alors pour tous A\, u € K, \f + ug est
continue en a.

3. Sif:ACFE — Fetyp:ACFE — K sont continues en a, alors ¢ - f est continue

en a.
Corollaire 4 1. Tout polynome sur K", i.e. toute application f
K" — K . "
ki ok, €St continue sur K.
(T1, 5 Tn) = D gcken Vhr kL1 xy

2. f K" = K™ est continue pour une norme équivalente a la norme infinie si et
seulement si pour tout j € [1,m], f; est continue.

Exemple 24 Les fonctions f : A C K* — K™ dont les fonctions coordonnées f; s’ex-
priment comme des sommes, produits, quotients, composées de fonctions usuelles conti-
nues en les coordonnées sont continues sur leur ensemble de définition.

Par exemple la fonction

f: R? — R?
(z,y) + (In(2® +y?),sin(zy)e?)

est continue sur R?\ {(0,0)}.

Exemple 25 L’application déterminant de M, (R) dans R est continue car polynomiale
en les coefficients de la matrice.

L’ensemble GL,(R) est donc ouvert en tant qu’image réciproque par cette application de
l'ouvert R* de R.

Proposition 21 Si E est muni de deux normes Ny et Ny équivalentes, F' est muni de
deur normes Nj et N équivalentes, alors f : A — F est continue pour Ny, Ni si et
seulement si f est continue pour Ny, NJ.

Démonstration On compose des applications continues (I'identité de E et celle de F' avec les

normes correspondantes et la fonction f).

2.2 Applications linéaires continues

Soient (E, Ng) et (F, Ng) deux evn. On note L(E, F') I'espace vectoriel des applications
linéaires de E vers F'.
Rappel : ¢ : E — F est linéaire ssi

VA e K,\Vr,y € E,p(Ax +y) = Ap(z) + p(y).
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Théoreme 4 Soit p € L(E,F). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est continue ;

2. ¢ est continue en 0

3. AM > 0,Vx € E||p(z)||r < M||z||g;
@ est bornée sur EE(O, 1),

@ est bornée sur {x € E : ||z||g = 1};

@ est Lipschitizienne ;

NS v

@ est uniformément continue sur E.

Démonstration

— 1=2
Evident.

— 2=3
Si ¢ est continue en 0, il existe a > 0 tel que Va € E, ||z||g < a = [|e(x)||F < 1.
Pour z # 0, on a donc |[|¢ (ﬁ) llF <1 donc par linéarité ||¢ (z) ||F < %, ce qui est
encore vrai pour x = 0.

— 3=4
Si AM > 0,Vz € E||¢(z)||r < M||z||g alors pour tout z € Bg(0,1), |l¢(z)||r < M.

— 4=5
Evident.

— 5=6
Siil existe M > 0 tel que pour x € E tel que ||z||g = 1, ||¢(z)||r < M alors pour z,y € E
tels que x # y, on a [|¢ (ﬁ) |lF < M donc par linéarité ||¢ (z —y) ||r < M|z —y|g
et ¢ est Lipschitzienne.

— 6=7
Toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue car si ||¢ (z —y) ||r < M|z —
y||g alors
[z —ylle <e/M=lpx—y)lr<e

— 7=1
Evident.

Définition 13 On note L.(E, F) ’espace vectoriel des applications linéaires continues
de E dans F'.

Théoréme 5 Soit ¢ une applications linéaire continue de E dans F. Alors

N T
sup W = sup  Np(p(z)) = sup Np(p(x)).
z#£0 E(a:) z€E: Ng(x)=1 z€BE(0,1)

La valeur commune de ces bornes supérieures est un réel positif ou nul que l'on note |¢||.
L(E,F) — R,

L’application
@ = [lell

est une norme sur L.(E,F) appelée norme subor-

donnée.
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Démonstration
— Notons
N, T
M; = sup W, My = sup Nr(p(x)), Ms = sup Np(p(x)).
z#£0 E(m) z€E: Ng(x)=1 x€BE(0,1)

e D’apres le théoreme {4 My, Mo et M3 sont bien définies et sont des réels positifs ou

nuls.

e Pour z € E tel que Ng(z) = 1, on a Np(p(z)) = N]@;‘ig)) < M; donc M; est un
majorant de 'ensemble {Np(p(z)),z € E : Ng(z) = 1} et donc My < M; puisque Ms
est le plus petit majorant de cet ensemble.

e Pour x # 0, on a par linéarité de ¢ et homogénéité de la norme

e = () v (- () =

car Ng (ﬁ(w)) — 1. Ainsi My < My et donc My = Ms.

e Clairement

My = sup  Np(p(z)) <Mz= sup Np(p(z)).
z€E: Ng(z)=1 x€BE(0,1)

e Si z € Bg(0,1) alors Nr(p(z)) < MiNg(z) < My donc M3 < M.
Ainsi My = M5 = Mj. Cela démontre la premiere assertion.
L(E,F) — R,

e o el
e Cette application est bien définie sur L.(E, F) & valeurs dans R™ par le théoréme
eSip e LE,F) et |¢| = 0 alors pour tout z € E\{0}, on a Np(p(z)) < |¢||Ne(x) =0
donc Np(¢(x)) = 0 par positivité de Ng et donc par séparabilité de Ng, ¢(x) = 0.
Si z = 0, par linéarité, on a aussi p(x) = 0 donc ¢ est I'application nulle, ce qui montre
la séparabilité de || - ||.
eSipeL.(E,F)et A€K, ona

_ . Nr(p(z) _  [ANr(e(@) _
”W”'_ii% No@) S0 Np() = |\ supz #0

— Montrons a présent que ’application est une norme sur L.(E, F).

Np(p(z))
Ng(x)

= [Alllll;

ce qui donne 'homogénéité.
e Sip e L(FE F), ona

L Ne(p(@) £ 9() __ Nelp(e) + Ne(()
o+ ] = sup =EEE LD < up No(@)
— qup NE@@) | o NEW@) ok ol

e20 Np(r) 20 Ne(z)

c’est a dire I'inégalité triangulaire.
Ainsi || - || définit bien une norme sur L.(E, F).

Théoreme 6 En supposant ’équivalence de toutes les normes sur K", on a : toutes les
applications linéaires de K" dans K™ sont continues par rapport a n’importe quelle norme.
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Démonstration Par équivalence des normes, il suffit de le montrer pour les normes infinies sur
K" et sur K™, notées Ng et Np . Soit ¢ € L(K",K™). Soit (e1,--- ,en) la base canonique de
K". Posons M =", |[¢(ei)||r. On a pour z = (x1,--- ,z,) € K"

le(@)[F = llp(zrer + - -+ znen)|r < llo(zren)l[r + - - + l[o(@nen)| F
= [zlllple)llr + -+ |zalllplen)llr < M|lz| g

Ainsi par le théoreme [4], ¢ est continue.

Théoreme 7 En supposant ’équivalence de toutes les normes en dimension finie, on a :
toutes les applications linéaires de E dans F' sont continues par rapport a n’importe quelle
norme si on suppose E et F' de dimension finie.

Attention! La continuité ne dépend pas des normes mais la norme subordonnée associée
dépend des normes sur E et F.

p: R — R
(5,9) — z+y

la norme infinie, ||o|| = 1 si R? est muni de la norme 1.

Démonstration

o lp(z,y)l =z +yl < |zl + |yl <2[(z,y)]l0 donc [l o) < 2.

De plus |¢(x, )| = 2|z| = 2[|(z, 2)[| () done [olloey = 2.

o lp(z,y)l = [z +yl < |z + |yl = l(z,y)llr donc lelly) < 1.

De plus |p(z, z)| = 2|z = ||(2,2)|[ (o) donc [l = 1.

Exemple 26 1. € L(R%ER) et ||| = 2 si R? est muni de

2. Si E est un ev de dimension finie et F' un sev de E, alors F est fermé.
En effet, on peut considérer un supplémentaire G de F dans E (E = F ® G) et
la projection p de E sur G paralléelement a F. L’application p est continue car
linéaire en dimension finie et on obtient F' = Ker(p) = p~*({0}) est fermé en tant
qu’image réciproque d’un fermé par une application continue.

3. Exemple en dimension infinie

p: (CH0, 1] flee) — (CO([0,1],]] - lloc)
f — [

Démonstration

Soit n € N*, et f,, définie sur [0,1] par fn(x) = x".

Alors fu € (CH(0,1]) et 9(f)loo = uDpefo ) [£4(2)] = $uDyeioy Ina™ | = alors

que || flloo = 1.

Ainsi |||l > n et donc ¢ n’est pas bornée sur la boule unité fermée et donc elle n’est

est linéaire mais non continue.

pas continue.

Remarque 7 Pour calculer une norme induite, on procedera toujours comme dans le
premier exemple. On majore ||p(z)||F par M||z|| g (ou par M pour||z||g < 1) et on cherche
x € E tel que [[o(z)|pr = M|[z]g oux € E tel que [|lzf|p = 1 et [jo(z)|]|r = M|z|p.
Comme on le verra plus tard, en cas de continuité de ¢, la norme de ¢ est toujours
atteinte.

2.3 Applications multilinéaires continues

Théoréme 8 Soient (Ey, Ny), -+ ,(E,, N,,) des evn, F un evn etu: By X -+- X B, = F
une application n-linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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. u est continue sur By X --- X E,, ;

. u est continue en 0 = (0g,,--- ,0g,);

. u est bornée sur Sy X ---x S, ou S; ={x € E; : Ni(z) =1};

1

2

3. u est bornée sur By X --- X B,, ot B; est la boule unité fermée de E; ;

4

5. AM > 0,Y(xq, - ,x,) € By X -+ X Ey Np(u(zq, -+ ,2,)) < MNy(x1) -+ Np(xy,).
Exemple 27 L’application (x,y) — xy de K* dans K est continue sur K2
¢: M,(R)?> — M,(R)

(A,B) ~— AB

L’application est bilinéaire et continue.

Remarque 8 Une application multilinéaire continue est uniformément continue sur les
parties bornées de E seulement.
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CHAPITRE 2. APPLICATIONS CONTINUES



Chapitre 3

Compacité (principalement en
dimension finie)

3.1 Définition, premieres propriétés

Définition 14 Soit K une partie d’un evn E. On dit que K est compacte ou que K est
un compact si et seulement si de toute suite (x,), d’éléments de K on peut extraire une
sous-suite convergente dans K (elle converge et la limite est dans K ).

Exemple 28 — Un singleton est compact.

— Une famille finie de vecteurs est compacte.

Démonstration

Soit A = {ay,--- ,ar} une famille finie de vecteurs et (xy)n une suite de A. Alors il
eriste i € [1,k] tel que {n € N : z, = a;} est infini. Si on se restreint a cet ensemble
d’indice, on obtient une suite extraite de (xy), qui est convergente car stationnaire.

Théoréme 9 (Bolzano-Weierstrass) Si a,b sont des réels et a < b alors le segment
la,b] est un compact de R.

Démonstration

Soit (xy)n une suite de [a, b].

On va procéder par récurrence et dichotomie pour construire une suite strictement croissante
d’indices (ny)j telle que la suite (zy, ) converge.

On a [a,b] = [a,‘%‘b] U [‘IT*'b,b] =1L UIlyet doncN=A;UAy avec A; ={neN:x, €} et
I’'un des ensembles A; ou Ao au moins est infini. Si Ay est infini, on pose a1 = a, by = “TH) et
ni; = min Ay. Si A; est fini, on pose a1 = “T"'b, b1 = b et n; = min As.

Onal0<b —a < b et xp, € [ag,by].

Supposons (nl,al,bl) -+, (ng—1,ax_1,bk_1) construits tels que n; < ng < -+ < mg_1 sont
des entiers naturels, a1 < ag < -+ < ap_q1 < b1 < bp_g < -0 < bz < by sont des réels,
{neN : z, € [ag_1,bk_1]} est infini, pour tout i < k, 0 < b; —a; < b . € [ag, by].

L’un des ensembles {n eN: z, [ak_l, %} } {n eN: z, [%,bk—l}} est

ag—1+br_1
2

infini. Si le premier est infini, on pose a; = ap_1, by = et ny est le plus petit indice

, . . . . . 14bi_

supérieur & nj_1 dans ce premier ensemble d’indice. Sinon, on pose by = bi_1, ap = w

et ny est le plus petit indice supérieur a ng_; dans le second ensemble d’indices. On a bien
b

ng > N1, Qg > a1, by > bp_1, 0 < by, — ap < =L < 5 b9 et {n €N : x, € [ay, by} est

infini.
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On a ainsi contruit par récurrence une suite d’indices (ng)y telle que (zy, )x est de Cauchy.

En effet si € > 0, soit k tel que b;—k“ < e. Pour i > k, on a x,, € [an,,by,] donc pour 7,5 > k,
‘xni _xnj| < bnk: — Qny, < l);Tg <€

Comme R est complet, toute suite de Cauchy est convergente donc (z, ), converge dans R.
Comme c’est une suite de [a, b] qui est fermé, elle converge dans [a, b].

[a, b] est un compact de R.

Proposition 22 Soit K C E un compact et F' C K un fermé. Alors F est compact.

Démonstration
Soit (z,)n une suite de F. Elle admet une sous-suite convergente dans le compact K. Notons x
sa limite. Comme F nest fermé et que x est la limite d’une suite de F', on a x € F'. Ainsi F' est

compact.

Proposition 23 Soit K une partie compacte d’un evn E. Alors K est fermée et bornée.

Démonstration

Soit K un compact d'un evn E. Soit (z,), une suite convergente de K, alors elle admet une
sous-suite qui converge vers un élément de K donc la limite est dans K et K est fermée.
Supposons par I'absurde que K n’est pas bornée. Alors il existe une suite (z,), de K telle que
la suite numérique (||z,||)n tende vers +o00. Comme toute suite convergente est bornée, aucune

sous-suite de la suite (x,), ne peut converger, ce qui contredit la compacité de K.

Proposition 24 (Produit de compacts) Soient K1 C E; et Ky C FEy deur com-
pacts. Alors Ky X Ko est compact dans Ey x FEy muni de la norme produit N(zy,xs) =
max(Ny(z1), Na(x2)).

Plus généralement un produit fini de compacts est compact pour la norme produit.

Démonstration

Soit (zy, yn)n une suite de Ky x Ko. Comme K7 est compact il existe une application ¢ : N — N
strictement croissante telle que (z,(,))n converge dans Kj vers x. La suite (y,(n))n est une
suite du compact Ky donc il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que
(Ypop(n))n converge dans Ka vers y. En tant que suite extraite de (7,(,))n, 1a suite (Zyop(n))n
converge dans K vers x. Ainsi la suite (Zyop(n), Ypop(n))n extraite de (z,,yn)n converge vers
(z,y) dans K1 x K et K7 X K3 est bien compact.

Par récurrence, on obtient le résultat pour un produit fini.

Corollaire 5 Si E est un evn de dimension finie et si B = (e1,--- ,e,) est une base de
E, alors les boules fermées pour la norme infinie par rapport a B définie par ||z|s =
max!", |z;| si x = xe; + -+ - + xhe, SONt compactes.

Démonstration
La boule fermée de E de centre a et de rayon R est isomorphe & [a—R,a+ R] X ---x[a— R, a+ R]
et [a — R,a + R] est compact donc le produit aussi.

Exemple 29 [—1,1]" est un compact de R™.

3.2 Continuité et compacité

Théoreme 10 Limage d’un compact par une application continue est un compact.
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Démonstration

Soient K un compact, f : K — F une application continue et (y,), une suite de f(K).
Pour tout n € N il existe z,, € K tel que y,, = f(zp).

La suite (zy,), du compact K admet une sous-suite (z,, ); convergente vers xz € K.

Par continuité de f, la suite (yn, )r = (f(2n,))r converge vers y = f(z) € f(K).

Ainsi f(K) est compact.

Corollaire 6 Une fonction continue sur un compact a valeurs dans R est bornée et atteint
ses bornes.

Démonstration

Soient K un compact et f : K — R une application continue. L'image de K par f est un
compact de F' et est donc bornée et donc f est bornée.

Sia =inf(f(K)) et b =sup(f(K)), alors comme f(K) est fermé car compact, a,b € f(K).
Ainsi il existe z,y € E tel que a = f(x) et b= f(y).

Exemple 30 Distance a une partie. Soit K C E un compact. Alors pour tout vecteur x

de R™, il existe y € K tel que N(x — y) = inf,cx N(z — 2). On appelle cette valeur la
distance de x o K et on la note d(x, K).

Théoréme 11 (Heine) Toute application continue sur un compact K est uniformément
continue sur K.

Démonstration

Supposons par l'absurde f : K — F' continue sur le compact K mais pas uniformément continue.
Il existe € > 0 tel que pour tout n € N* il existe z,,y, € K tels que ||z, — ynllg < 1/n et
1 n) — £ )l > e

Comme K est compact, on peut extraire de (x,), une sous-suite (x@(n))n qui converge dans
K vers x. La suite (y,(n))n est une suite du compact K donc on peut en extraire une suite
(Yypop(n))n qui converge dans K vers y. En tant que suite extraite de (2,(n))n, la suite (Tyopn))n
converge dans K vers . Comme ||z, — yn||z < 1/n pour tout n, on a x = y. Par continuité de
[ lasuite (f(Zyopny)), converge vers f(x) et la suite (f(Yyop(n)))n converge vers f(y). Mais en
passant a la limite, |f(z) — f(y)| > € > 0. C’est impossible puisque f(x) = f(y) donc on a bien
une contradiction.

3.3 Equivalence des normes en dimension finie.
Compact=fermé, borné.

Théoreme 12 Soient Ny et Ny deuxr normes sur un evn de dimension finie. Alors il

existe o, f € R tels que alN1(x) < No(z) < fNq(x), i.e. les normes sont équivalentes en
dimension finie.
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Démonstration

Soit (e1,- - ,e,) une base de E. Par transitivité de la relation d’équivalence, il suffit de montrer
que toute norme N sur E est équivalente a Ny définie par Noo(z1€1 +- - - +zpe,) = max) | |z;].
On a d’une part pour z € FE

n n
N(z)=N (Z $i€i) < Z N (z;e;) par inégalité triangulaire pour N

i=1 i=1

n
< Z |x;| N (e;) par homogénéité de N
i=1

< Noo() Z N(e;) par définition de N.
i=1

Ainsi en posant 3 =>""" | N(e;), on a N(z) < BN (z) pour tout z € E.

Posons K = {z € E : ||z||co = 1}. K est un compact de E car il est fermé dans By_ (0,1) que
l’on a montrée compacte. L’application N : (E, No) — (R, | -|) est continue car Lipschitzienne
puisque |N(z) — N(y)| < |[N(z — y)| < BNoo(z — y) pour z,y € E. Ainsi N est bornée sur
K et y atteint sa borne inférieure. Il existe xyp € E tel que N(xg) = mingex N(z). Comme
x0 € K, Noo(x0) =1 # 0 donc zg # O et donc N(xp) # 0. Ainsi Vo € E\ {0}, v/Nx(x) € K
donc N(z/Nyo(x)) > N(xg) et N(x) > Noo(z)N(z0). En choisissant o = N (zg) > 0, on a donc
N(z) > aNx(x).

Les norme N et N, sont équivalentes.

Proposition 25 Si une suite (), dun ev de dimension finie F converge alors pour
toute base B = (eq,--- ,e) de F, les suites ((z,,);)n des coordonnées de x,, dans la base
B convergent dans K.

Démonstration

Par équivalence des normes, il suffit de le montrer pour F' muni de Ny, pour la base 5. On
utilise ensuite |z; — y;| < Noo(z — y) et donc I'application qui & z associe x; est continue car
Lipschitzienne.

Corollaire 7 Soit (E, Ng) un evn. Soit F' un sev de E de dimension finie et B une base
de F. Alors F est un fermé de E et une suite (z,), de F' converge vers x si et seulement
si les suites des coordonnées de x,, dans la base B tendent vers les coordonnées de x.

Théoreme 13 Soit £ un evn de dimension finie. Soit K une partie de E. Alors K est
compacte si et seulement si K est fermée et bornée.

Démonstration

On a déja montré que tout compact est fermé et borné.

Si de plus F est de dimension finie, soit K une partie fermée et bornée de . Les normes sur E
étant équivalentes, on peut munir F de la norme N4, associée a une base B de E. K est borné
donc inclus dans une boule By_ (0, R) qui est compacte. Ainsi K est un fermé dans un compact
donc c’est un compact.

Théoréme 14 (Riesz) Un evn est de dimension finie si et seulement si sa boule unité
fermée est compacte.
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Démonstration

On a vu que si un evn est de dimension finie alors la boule unité fermée, qui est fermée et bornée,
est compacte.

Pour la réciproque, on commence par un lemme.

Lemme 3 Soit F un sev de E. On suppose E de dimension infinie et F' de dimension finie.
Alors il existe z € E tel que ||z|| =1 et d(z, F) > 3.

Démonstration du lemme

Soit y € E\ F. Notons 6 = d(y, F') = inf{|ly — z||, z € F}.

F est fermé et y ¢ F donc § > 0. Sinon, on pourrait prendre une suite (z,), de F' telle que
limy, s 4 o0 |[2n — y|| = 0. En particulier, pour n assez grand on aurait z, € F N B(y, 1+ )
donc z, est une suite d’'un compact (en tant que fermé borné dans F' de dimension finie)

et admet donc une sous-suite convergente dans F' vers z € F. On a donc ||y — z|| = 0 et
donc y = z € F, ce qui contredit les hypotheses.
Ainsi 26 > § > 0 donc il existe z € F tel que ||y—z|| < 26. Posons z = H ” Alors |jz]| =1

1

—Z
Z 5 car

Hy 2|

et pour tout u € F, u— o = ||ju - 2= | = piaglly = (2 + Iy = 2wl 2
2+ |ly — z||lu € F. Ainsi d(x, F) > 5

Supposons désormais E de dimension infinie et montrons que B(0, 1) n’est pas compacte.

On va construire une suite (z,), infinie telle que [|z,|| = 1 pour tout n € N et pour tout
n<méN, ||z, —znl > 3.

Soit xg un vecteur de £ de norme 1.

Supposons xg, Z1,- - , &, construits tels que ||zg|| = 1 pour tout k£ < n et pour tout k < m < n,
ok — 2] > 3.

Le sous-espace vectoriel F),, engendré par xg,x1,---,x, est de dimension finie donc d’apres
le lemme, on peut choisir x,4+1 de norme 1 tel que d(zpy1, Fp) > % Ainsi x,41 vérifie bien
les propriétés requises. La suite (), de la boule unité fermée n’admet pas de suite extraite

convergente donc la boule unité fermée n’est pas compacte.
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Chapitre 4
Différentiabilité

On cherche a étendre la notion de dérivée aux fonctions définies sur un evn.

Si f est définie sur un sous-ensemble de R, f est dérivable en a de dérivée f’(a) ssi
fla+h) = f(a) + hf'(a) + o(h). Il s’agit d'une approximation linéaire.

Graphiquement, le graphe de la fonction f est proche de la tangente d’équation y =
f(a) + (z —a)f'(a) au voisinage de a.

Si f:R? — R, on peut représenter f par la surface dans R?® d’équation 2z = f(z,y). On
va chercher a approcher cette surface au voisinage d’'un point a = (z,4,¥,) par un plan
d’équation z = ax + fy. On approchera donc f au voisinage de a par une application
linéaire L(x,y) = az + Py.

Dans le cas général, on va chercher a approcher f : A C F — F par une application
linéaire de E dans F'.

4.1 Différentiabilité

4.1.1 Définitions, premiers exemples

Définition 15 Soient (E,|| - ||g) et (F,]| - ||r) des evn de dimension finie. Soient U un
ouwvert de B et zg € U.

On dit que f : U — F est différentiable au point xy s’il existe une application linéaire
L: E — F telle que

oo ot h) = fo) = L)

=0
Il =0 b &

i.e. s’il existe € : U — F telle que limy,_,ge(h) =0 et
flzo+ h) = f(xo) + L(h) + ||h]|ge(h).
On note alors L = Df,,, L est la différentielle de f au point xy.

Remarque 9 1. Comme U est un owvert et xy € U, alors xo +h € U pour ||h||g
assez petit et donc f(xo+ h) est bien défini.

2. On note o(h) toute fonction telle que o(h) = ||h||ge(h) avec limy_,o€e(h) = 0.

3. Les mormes étant équivalentes en dimension finie, la notion de différentielle ne
dépend pas des normes choisies.
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La différentielle est unique. Ainsi Df., est la
meilleure approximation linéaire de f autour de xg.
Démonstration

Si f(x + h) — f(zr) = Li(h) + o(h) = La(h) + o(h), alors (L1 — L2)(h) = o(h) donc
limp, 0 w = 0 donc pour touty # 0, 0 = lim, 4 (Llﬂﬁ)flf’/n) = (Llﬂjﬁ)(y) Par linéarité
de L1 — Ly et homogénéité de la norme. L’application Ly — Lo est de norme subordonnée nulle

donc elle est nulle et L1 = Lo.

5 88 f:U—Fetg:V—=F, zoeUNV et f=g surune boule B(xg,r) avec

r >0, alors Df,, = Dg,,, la différentielle est donc une notion locale.

6. En dimension infinie, la définition est la méme mais on impose de plus que ’ap-

plication linéaire L est continue (ce qui est toujours vrai en dimension finie).

Exemple 31 1. St L : E — F est linéaire, alors L est différentiable sur E et pour

tout xy € £, DL,, = L, la différentielle est donc dans ce cas indépendante de xy.
En effet L(x + h) = L(x) + L(h) et L est linéaire en h.

St f : U C R — R est dérivable en xq, alors elle est différentiable en zy et
Dfa:o th— f/(xO)h

En effet un DL d’ordre 1 donne f(x+h) = f(xz)+ hf'(x)+o(h) et h — hf'(x) est
linéaire.

Si f U c R?* — R est différentiable en xzy, alors le plan d’équation
2 = D f(zo.40)(%,y) est appelé plan tangent a la surface d’équation z = f(x,y) en
(0, Yo)-

M,(R) — M,(R)

Soit f - A A2 , alors f est différentiable sur M, (R) et Dfa : H —
AH + HA.

En effet (A+ H)? = A*>+ AH + HA+ H?, H — AH + HA est linéaire et
: 22| _

hmH_>0 W = 0.

Si f: ExX E — R est bilinéaire alors f est différentiable sur E x E et pour tout

(l’,y) € F x E; DL(m,y)(hv k) = f(l',k) + f(ya h)

En effet f(x+h,y+k) = f(x,y) + f(hy) + [z, k) + f(h, k),

(h,k) — f(h,y)+ f(z, k) est linéaire et

If(h, k)lr < Mh|ellklle < M||(h,k)||%yp car | est bilinéaire continue (car di-
mension finie).

4.1.2 Opérations sur les différentielles

Proposition 26 Soit U un ouvert de E.

1.

Linéarité : Si f,g: U C E — F sont différentiables au point xo € U alors pour
M€K, AN+ pg est différentiable au point xq et

D(/\f +Mg)$0 - >‘Dfro +MDgx0'

2. Produit : Si f,g : U C E — K sont différentiables au point xo € U alors fg est

différentiable au point xq et

D(f9)zy = 9(x0)D fo, + [(20)Dga,-
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3. Quotient : Si f,g: U C E — K sont différentiables au point xo € U avec g(xy) # 0
alors f/g est différentiable au point xo et

g(xO)Dfxo — f(xO)Dgro
9(x0)? '

4. Composition : Soient E, F,G trois evn de dimension finie et f : U C E — F,
g:VCF—G, avec f(U) C V. Soitzg € U. Si f est différentiable au point zq et
g est différentiable au point f(xo) alors go f est différentiable au point xq et

D(g o f):to = -Dgf(cc()) on:I)Q'
€ L(E,G) € L(F,G) € L(E,F)

Démonstration

1. Si F = \f + ug, alors

F(x+h) = Af(z+h) + pg(x +h)
= A(f(2) + Dfe(h) + o(h)) + p(9(x) + Dgz(h) + o(h))
= M (@) + ng(x) + AD fo(h) + pDga(h) + o(h)
— F(z) + ADfu(h) + pDgu(h) + o(h).
Comme h +— ADfy(h) + pDg.(h) est linéaire, on a bien F' différentiable en = et
DF, = ADf, + uDgs.
2. Si F'= fg, alors

F(z+h) = f(x+ h)g(x + h)
= (f(z) + Dfe(h) + o(h)) (9(x) + Dga(h) + o(h))
= f(ﬂﬂ)g( )+ f(x)Dgx(h) + g(x) D fo(h) + (f(2) + Dfu(h) + g(2) + Dga(h) + o(h)) o(h)
F(x) + f(x)Dgz(h) + g(x) D fu(h) + oh),

ou on a utilisé limy_,o f(z) + Dfy(h) + g(x) + Dg.(h) + o(h) = f(z) 4+ g(x) donc

(f(x) + Dfe(h) + g(x) + Dga(h) + o(h)) o(h) = o(h).
Comme h +— f(x)Dgs(h) + g(x)D fy(h) est linéaire, on a bien F' différentiable en x et

DF; = f(x)Dgo + g(x)D fo-
3. Découle des points 2 et 4, un peu technique si on passe par la définition...
4. Si F =go f, alors

z+h)) =g(f(x) + Dfs(h) + o(h))

z)) + D) (D fo(h) + o(h)) + o(D fu(h) + o(h))
+ Dg(zy) © Dfe(h) + Dgsezy(o(h)) + o(h)

+ Dg(y) © Dfe(h) + o(h),

Flx+h)=g

—~ o~

ou on a utilisé la linéarité de Dgy(y)s

IDfz(R)|| < | Df:ll|h|| car Df, est linéaire continue, donc o(D f,(h) + o(h)) = o(h) et
Dy ([Ihlle(h)) = |R||Dgy ) (e(h)) par linéarité de Dgg(,y et si limyoe(h) = 0 alors
par cont1nu1te et linéarité de Dgy(y), limp 0 Dgy(y)(e(h)) = 0 donc Dgy(,)(o(h)) = o(h).
Comme h + Dgy(y) o D fr(h) est linéaire, on a bien F' différentiable en x et

DF, = Dgj(z 0 Df.
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Exemple 32 1. f;: ]R; : ~ est différentiable et pour tout v € R™, D(f;). = f;.
j
En effet fi(x + h) =z; + h; = fj(x) + fj(h) donc D(f;).(h) = h; = f;(h).

R? — R s
2. f: v = (21,00, 75) > 220s — 20o1s est différentiable et

Dfm(hl, hg, hg) = 2]71[L‘2h1 + (ZE% — 2£L'3)h2 — 21’2h3.
En effet

fl@+h) = (1 + hi)* (22 + ha) — 2(x2 + ho) (3 + ha)
= (2229 — 22973) + (2212901 + 22hy — 229hs — 2hox3)
+ (h3xg + 2x1h1hy + hihy — 2hohs)
= f(z) + (2x129h) + 23Thy — 229h3 — 2hox3) + 0(h)

et h— 2x119hy + 22hy — 2100y — 2hax3 est linéaire.
Plus généralement, toute application polynomiale en les coordonnées est
différentiable.

3. Les fonctions f : U C K* — K™ dont les fonctions coordonnées f; s’expriment
comme des sommes, produits, quotients, composées de fonctions usuelles dérivables
en les coordonnées sont différentiables.

Par exemple la fonction

f: R? — R?
(z,y) — (In(z® +y?), Vxe?)

est différentiable sur ]0, +oo[xR.

Théoréme 15 Soient E et F' des evn et soit U un ouwvert de E. Si f : U — F est
différentiable en a € U alors f est continue en a.

Démonstration

1f(a+h) = fla)ll = 1D fa(h) + o(A)[| < [IDSalll[2]| + lo(R)|] —n—0 O

Définition 16 On dit que f : U C E — F est de classe C' sur U si f est différentiable
sur U et si l'application

LU = (LB RN

Df: x = Df,

est continue.

Exemple 33 Si f est polynomiale en les coordonnées, alors f est de classe C* sur K".

Proposition 27 Soit ¢ : E1 X Ey — F une application bilinéaire continue.
Alors ¢ est de classe C' sur By x Fy et Dé1,x) © By X By — F est définie par
D1, x2)(h, ha) = ¢(x1, ha) + d(hy, 22).

4.1.3 Dérivée directionnelle

Définition 17 Soient U un ouvert d’un evn E et xq € U.
Soit h un vecteur non nul de E et f : U C E — F une application. On dit que f admet
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une dérivée directionnelle selon le vecteur h au point xo si la fonction t — f(xq+th) est
dérivable en 0, i.e. si

lim f(zo+th) — f(x0)

t—0 t

On note alors O f(x)(€ F) cette limite.

existe.

Proposition 28 Soient U un ouvert de E et o € U. Soit f:U C E — F différentiable
au point xo. Alors f admet une dérivée directionnelle en xq selon toute direction. Celle-ci
est donnée par

Onf(x0) = D fu (h).

Démonstration
Pour t € R, on a

f(x+th) = f(x) + Dfz(th) + o(th) = f(x) + tDfz(h) + o(th)
par linéarité de D f, donc pour ¢ # 0,

flz +th) — f(x)
t

o(th)
ot

= D)+ 2 = D () + o(h).

R? — R
T = (11,09, 73) > Tiry — 21073

Exemple 34 o Si f : 1),
différentiable sur R car polynomiale en les coefficients et Opf(xo) = ¢'(0) avec g(t) =

et xg = (0, alors f est

f(thl,l—f—thz,l—i-thg) = t2h2(1 +th2) (1 +th2>(1 +th3) donc Df011 ( ) —2h2—2h3
® 5if: fﬁ@g = Mi(R) , alors f est différentiable sur M,(R) car chaque applica-

tion f; est polynomieale en les coefficients de la matrice et Dfi(H) = 0dyf(I) = ¢'(0)
ou g(t) = (I +tH)® = I + 3tH + 3t*H? + t*H? donc ¢'(t) = 3H + 6tH* + 3t>H? el
Df,(H) = 3H.

Attention! La réciproque est fausse!

Exemple 35 Si f:R? — R est définie par

[ si(ay) #(0,0)
f( ’y)_{o St (m,y)=(070)7

alors f n'est pas différentiable en 0 (elle n’y est pas méme continue) alors que f admet
une dérivée directionnelle dans toutes les directions.
En effet, un calcul donne pour (h,k) # (0,0) et t # 0

f(@t(h,k)) — f(0,0) A%k h*/k  sik#0
t etk 0 sik=0
mais f(0,0) =0 # 1 = lim,_o f(z, z?).

Remarque 10 Si on sait que f est différentiable en xy, on a la formule

DS, (h) = lim f (o + th) — f(wo)

t—0 t
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Si on ne sait pas que f est différentiable en xq, on peut calculer cette limite Ly, (h).
Si elle n’existe pas, la fonction n’est pas différentiable en xg.
Si elle existe, pour montrer la différentiabilité de f en xg, on montre que

f(zo+h) — f(wo) — Lgy(h) = o(h).

4.2 Applications définies sur R”

Dans cette partie, on se restreint au cas particulier E = R", FF = R¥ (en général k = 1 et
on s’intéresse aux applications d’un sous-ensemble de E dans F.

4.2.1 Dérivées partielles

Définition 18 Soit f : U C R® — R* avec U ouvert et soit a = (a1,--- ,a,) € U. Soit
€ >0 tel que B(a,e) C U. On définit pour i € [1,n] lapplication partielle
g;: ](ll' —G,CLZ'—FE[ — Rk

t — flar, - a1t g, an)
On appelle dérivée partielle de f au point a par rapport a x; la dérivée de g; au point a;
(lorsqu’elle existe). On la note

of

o (a) = azf(“) = axzf(a> = gl(ai)'

Remarque 11 Cela revient a fixer toutes les variables sauf la i-eme et a dériver suivant
cette seule variable.

Lien avec la dérivée directionelle : g—i(a) est la dérivée directionnelle de f en a suivant
la direction du i-éme vecteur e; de la base canonique, car

gi(a; +t) — gi(a;) ~ lim fla+te;) — f(a)

/ IRT B
f: R? . R2
E le 36 S I
xempie ? (xla x2) — (q;% + COS(J,’Q), exI;EQ) , ators
0 9 .
8—3{1((1) = (2&1,@26a1a2); a_l-i(a) — (_ s1n(a2), a1€a1a2).

Théoréme 16 Soit f : U C R® — R¥ une application différentiable au point a € U avec
U ouvert. Alors toutes les dérivées partielles de f en a existent et

Vh € R*, Df,(h) = Zhi%(a).
i=1 ¢

Démonstration
Soit e; le i-eme vecteur de la base canonique. Si f est différentiable en a, alors d’apres la
proposition [28] et la remarque précédente

Dia(ed) = 0uf (@) = 5 (@)

Comme D f, est linéaire, on a

Df.(h) =Df, (Z hiei> = hiDfa(e)) =Y b gj (a).
i=1 i=1 ¢

=1
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f: R2 — RR?
(w1, 22) +— (2% + cos(xq), e™12) ’
R? en tant que composée de fonctions différentiables et

Exemple 37 Si alors [ est différentiable sur

DAt =Sy = (20, Y (I ) < (2 ) (),

o0xy 0xy Toe xTi€e I9€e T1€e

Attention ! L’existence des dérivées partielles ne suffit pas a démontrer la différentiabilité.

Exemple 38 Si f : R? — R est définie par

alors f n'est pas différentiable en 0 (elle n’y est pas méme continue) alors que f admet
des dérivées partielles en (0,0) par rapport a x et ay (elles sont nulles).

Théoréme 17 Soient U un ouvert de R"™ et f : U — R* une application vérifiant

1. dd—ai(a:) eziste pour tout i € [1,n] et tout x € U,

2. les fonctions x %(1)) sont continues sur U.

Alors f est différentiable sur U,
Dfs(h) = hi%(x)
i=1 !

Df: U — L(R",RF)

est continue
x — Df,

pour tout x € U et tout h € R™ et application

sur U, i.e. f est de classe C' sur U.
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Démonstration dans le cas n =2, k =1 (le cas général est plus pénible a écrire).
Soit a € U et he R? tel que a+h € U.
On a

fla+h) = f(a) = (fla+h) = fla+ (h1,0))) + (f(a+ (h1,0)) = f(a))

= Jla+ ) = ot (,0) + 5 @)k + as(i)

avec limp, 0e(hy) = 0.
Notons ¢(t) = f(a1 + h1,a2 +1t) — af -(a)t. On a

0
Ulla) = (0) = f(a+b) = fa+ (1,0)) = - (@)hy
L’application 1 est de classe C! sur I'ouvert | — r,7[ si 7 > 0 est assez petit (car U est ouvert)
et de dérivée ¢/ (t) = 83:]; (a1 + h1,a2 + 1) — f ~(a). Par I'inégalité des accroissements finis

[¢(he) = (0)] < [ho| sup [¢'(2)].

[t]<|h2|
Comme % est continue en a donc limp, o Supy <is,| [¢¥'(t)] = 0 et donc [¢(h2) — ¥ (0)] =
o(|ha]) = of[A]).
Ainsi
d d
fa+1) = f(a) = 6(h2) = 9(0) + S (@ha + 5@t + ()

_ gf( >h1+§i< Yha + o(||A])-

Corollaire 8 Soient U un ouvert de R™ et f : U C R® — R* une application. Alors f
est de classe C' sur U si et seulement si

1. %(m) existe pour tout i € [1,n] et tout x € U,

2. les fonctions v — %(m) sont continues sur U.

Exemple 39 L’application f : R? — R définie par

Fag) {+ si (2,y) # (0,0)

0 sinon

est différentiable sur R* et D f(o0)(z,y) = 0.

En effet, f admet pour dérivées partielles sur R? \ {(0,0)}

of 2?y(x® 4+ 3y%) Of 23 (2? — y?)
7('1‘73/) = p) Mo 7('1'73/) = 2 oN\2
Ox (x2 + y?) oy (22 + y?)
. of of of of
Ii = li — =0=—(0,0) == —(0,0
o o) a:E(:v,y) ™o 0 By (z,y) 6)33( ,0) ay( ,0)

donc les dérivées partielles sont continues.

4.2.2 Matrice jacobienne

Dans tout ce paragraphe, U sera un ouvert de R".
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Définition 19 Soit f : U C R® — R¥ une application différentiable en a € U. La matrice
jacobienne de f en a est la matrice de Df, € L(R™,R¥) dans les bases canoniques de R™
et R*. On la note Jf(a).

gr(a) gt(a) -+ 5(a)
Of2 Of2 9fr
= | B Ea - o
g(a) g(a) - g(a)
ha
Df,(h)=Jf(a) : est un vecteur de R¥.
hn
Cas particuliers
fi(t) 1()
— Sif: I CR—RF(ie. n = 1) alors f(t) = : et Jf(t) = : ,
Ju(®) k(1)
fila)h
Df.(h) = : pour tous a € I et h € R.
fr(a)h
— Sif:UCR*"—=R (ie. k=1)alors f(x) = f(x1,--- ,2,) et
Jf(z) = ( ;—Jl(l') %(9&) ), Df.(h) = Z?:lg—i(a)hi pour tous a € U et

h € R".

Définition 20 (Vecteurs gradients) Soit f : U C R" — R différentiable en a € U. I
existe un unique vecteur de R™ noté V f(a), appelé vecteur gradient de f au point a, tel
que pour tout h € R"

Dfa(h) = (V [(a),h).

On a
211 (a)

ofr
Vi@ = f@ = | =

L
(@)

Exemple 40 1. Si f(z,y) = 2% — sin(zy) alors Vf(z,y) = (
Df.(h) = (22 — y cos(zy))hy — x cos(xy)hs.

2x — y cos(zy) o
—z cos(zy)

6x 0

ye™ xe®Y

2. 81 f(x,y) = (322 exp(zy)) alors Jf(z,y) = ( ) et Df.(h) =

6.Z'h1
e™(yhy + xhy) )

Proposition 29 Soient U un ouvert de R™, V un ouvert deR™, f : U — V etg:V — RP
deuzr applications et a un vecteur de U. Si f est différentiable en a et g en f(a), alors



44 CHAPITRE 4. DIFFERENTIABILITE

go [ est différentiable en a et D(go f)a = Dgsayo D fo donc J(go f)(a) = Jg(f(a))J f(a)
(produit matriciel). En particulier

d(go f) _ - Jg O fr
a—xj(a) Z . (f(a))5—(a)
Exemple 41 1. 8i h(z) = h(x1, 22) = g(fi(21,22), fo@1,22), f3(21,22)) alors

8x1 8y1 8x1 8y2 8ZE1 (9y3 81’1

Par exemple si h(z) = g(z179, 11 + T2, 23) et g(y1, Y2, y3) = Y1 + Yays, alors

Th(e) = Jg(F@)If@) = (1 @ mtan)| 1 1
2$1 0

= (323 + 2T 119 + 12 T +T7 )

2. Si f:R? = R est différentiable et ¢ : R — R est définie par p(t) = f(1 —t,t?),
alors ¢ est dérivable et

i Of of
O (t) = _8_:161(1 —t,1%) +2t8_902(1 —t,1%).

3. Si f:R? = R est différentiable et ¢ : R — R est définie par p(t) = f(t,t), alors
@ est dérivable et
of of

9, —(t,t) + =—(t,1).

¢'(t) = o1

4.2.3 Accroissements finis

Proposition 30 Soient U un ouvert de R™ et f : U — R une application de classe C' et
soient x,y € U tels que [x,y] = {tx + (1 —t)y, t € [0,1]} C U. Alors

f(2) — fly) = / (Vf(tz + (1 - tyy), z — y)dt.

Démonstration
Soit ¢ : [0,1] — R définie par ¢(t) = f(tx + (1 —t)y) = f(y + t(x —y)).
L’application ¢ est de classe C! sur [0, 1] et

Pt =D (- yj)ggg;(tw + (1 =t)y) =(Vfltz+ (1 -t)y),z—y)

donc

1 1
F(@) — Fy) = (1) — p(0) = /0 S (t)dt = /0 (Vf(tz + (1 - t)y), z — y)dt.

Théoréme 18 (Inégalité des accroissements finis) Soit U C R" un ouvert convexe
(i.e. Ve,y € U, [z,y] ={te + (1 —t)y, t € [0,1]} C U).
Soit f: U — R une application de classe C*. Alors

Va,y € U, |f(x) — f(y)| < (sgg HVf(Z)Hz) o=yl

L’application f est donc Lipschitzienne sur tout compact conveze de U.
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Démonstration
D’apres la proposition [30] et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
sur C([0,1],R)

1
@)~ fy)] = /0 (Vf(t+ (1 t)y),x — y)dt

1
g/o (VF(te + (1 —t)y), 2 — )l dt

1
< / IVt + (1= )y N1z — yllade
0

< sup [Vf(tz+ (1 =0y)lls llz —yll2
te(0,1]

= sup [Vf(2)lzllz —yll2
2€[z,y]

< sup [[Vf(2)l5 lz = yll2-
zeU

Corollaire 9 Si U est conveze et f : U — R est une application de classe C' sur U telle
que D f, est lapplication nulle pour tout x € U, alors f est constante sur U.

Corollaire 10 Soit U C R™ un ouvert conveze. Soit f : U — R¥ une application de
classe C*. Alors

Va,y € U, |£(z) — F(y)] <n (sgg HJf<z>Hoo) o=yl

Démonstration
On applique I'inégalité des accroissements finis & chaque fonction f;, j € [1,k], puis I'inégalité
lyll2 < v/nllylleo siy € R™

4.3 Deérivées d’ordre 2

4.3.1 Cas général, dérivées partielles secondes

On se limite dans ce paragraphe au cas f : U C R® — RF.

Définition 21 On dit que f est de classe C? sur U lorsque f posséde des dérivées par-
tielles d’ordre 2 sur U et que toutes les dérivées sont continues, i.e. si

V(i, ) € [1,n]? %% sont continues.
i O

2 _ 9 9
On nOte Bmzawj - 81’1 89cj :

Théoréme 19 (de Schwarz) Soit f € C*(U,R). Alors

. *f o*f
1,n)? = :

Démonstration
Admise cette année, au programme de L3.
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Exemple 42 Si f : R? — R est définie par f(z,y) = xy + cos(x + 2y), alors pour
(z,y) € R?,

Pf 0
Oxdy  Ox (x — 2sin(z + 2y)) cos(x + 2y)
et i
>f 0 .
Oydx Oy (y —sin(z + 2y)) = 1 — 2 cos(x + 2y)

Attention : si les dérivées partielles secondes ne sont pas continues, c¢’est faux!

Exemple 43 Si f : R? - R est f(z,y) = {x2+y2 st (z,y) # (0,0)

. 2
0 SInon.

alors pour (z,y) € R?,

3 2$2 3 .
g(x,y) = {%iy? ~ e o (@) #(0,0)

Oz 0 si(x,y) = (0,0)
donc , ,
o°f .1 /0f of Y
=lim - | = - =limZ-0—-0=1
8y8x(0’0) y0 Yy (83: (0.4) oz (O’O)) ys0 Y3 -0
et ,
0 o[- a2 00
oy’ 0 si(z,y) = (0,0)
donc

Pf . Lrof of _

4.3.2 Matrice Hessienne

On se limite dans ce paragraphe au cas f: U C R" - R (k= 1).

Définition 22 Soit f : U C R® — R une application de classe C*. La matrice Hessienne
de f au point a € U est la matrice

_ (%)
Hila) = (8xi8xj (a))(i,j)e[l,nP < M)

Proposition 31 Si f est de classe C? sur U, alors la matrice Hessienne de f en tout
point de U est symétrique (théoréme de Schwarz).

Exemple 44 1. Si f:R* = R est définie par f(x,y) = xy + cos(x + 2y), alors pour
(z,y) € R?,
_ [ y—sin(z+2y)
Vi y) = ( x — 2sin(z + 2y)
et

i =, Sty )
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tf: R* — R
¢ xr +— (z,Az)

flx) = 2Ax = z”: z": a; ;T

i=1 j=1

2. Si A e M,(R)

, alors

donc V f(x) = Ax +' Az car

af n n
87(.%) = Z Q5 kTg + Z QT + 2ak7kl’k
F i=Lizk j=Li#k
n

n
= E ai,kxi+g a;w-xj.
j=1

i=1
De plus

0% f
0x0x),

() = apk + agye
donc Hf(x) = A+' A qui est bien symétrique. Ici Hh(x) ne dépend pas de x.
4.3.3 Formule de Taylor a ordre 2
Rappelons que si f: I C R — R est de classe C? sur I, alors pour tout a € _Of,
/ h2 " 2
fla+h) = fla) + hfa) + = f(a) + o).

On va généraliser cette formule a une fonction de plusieurs variables.

Théoréme 20 Soit f : U C R* — R de classe C? sur U et soit a € U. Alors il existe
r >0 ete: Bla,r) — R tel que limy_,ge(h) et pour tout h € B(0,r)

flat h)= F(a) + DI+ 5303 hihy aiaj;j (@) + [h]%e(h)

i=1 j=1

1.€.

fla+h) = fla)+(Vf(a),h) + %(Hf(a)f% h) + |Ik||*(h).

De plus, si f est de classe C? et si pour a € U fixé il existe u € R™ et S € S,(R) telle que
pour h € B(0,r),

Flat h) = £(a) + (w B) + 5(Sh, ) + [h]P<(h)

avec limy,_,oe(h), alors u =V f(a) et S = H f(a).

On note aussi D?f(a) la forme quadratique.

D*f(a): R* — R
h —s (Hf(a)h,h) =t hHf(a)h = (h, Hf(a)h)
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Idée de démonstration
Soit 7 > 0 tel que B(a,r) C U. Soit h € B(a,r). On définit ¢ : [0,1] — R par ¢(t) = f(a + th).
Omn a

! t) = Zhig(a—i—th) = (Vf(a+th),h)
i=1 ¢

et
ZZh hjaxj o (a +th) = (h, Hf(a+ th)h)

=1 j=1

donc ¢'(0) = (Vf(a), h) et " (0) = (h, Hf(a)h).

D’apres la formule de Taylor-Young pour la fonction ¢

2
P(t) = 9(0) + 15'(0) + . 6(0) + o(f?)

donc

2

fla+th) = f(a) +¢(Vf(a) h) + t*<h H f(a)h) + o(t?)
= f(a) + (Vf(a),th) + <th H f(a)(th)) + o(t?)
Ainsi
fla+ 1) = f(a) +(Vf(a),I') + %Wy H f(a)l') + t%en(t)

Comme pour la formule de Taylor a P'ordre 1, il reste & montrer que le reste est bien négligeable
devant ||h'[|2.

, fr R — R
Exemple 45 Si A € M,(R) et v o (n Az’ alors
flx+h)=(x+h,Alx+h))
= (z, Az) + (h, Az) + (z, Ah) + (h, Ah)

() + (Az, h) + ("Az h>

+
45 ((h, ARy 4 Ab, 1)

f
flx)+ {(A+" Az, h) + ((A tA)h, h)

De plus A+ A est symétrique. On retrouve le résultat de Uezemple[f4) : V f(z) = (A+' A)z
et Hf(x) = A+ A.




Chapitre 5

Extrema

Dans tout ce chapitre, A est un sous-ensemble de R™ et f une application de A dans R.
On cherche a déterminer les extrema éventuels de f sur A et les points (vecteurs de R™)
de A ou ils sont atteints.

5.1 Extrema locaux et globaux

Définition 23 Soit a un point de A.
— On dit que a est un point de minimum global de f sur A ou que f admet un
manimum global en a si
fla) = mlzlf(x) i.e. Vre A, f(a) < f(x).
HAS
— On dit que a est un point de minimum local de f sur A ou que f admet un minimum
local en a si il existe un réel r > 0 tel que
fla)=  min f(x) ide Vre AN B(a,r), f(a) < f(z).
x€ANB(a,r)
— On dit que a est un point de maximum global de f sur A ou que f admet un
mazimum global en a si
fla) = maj(f(a:) i.e. Yxe A, f(a)> f(z).
e
— On dit que a est un point de mazximum local de f sur A ou que f admet un mazimum
local en a si il existe un réel r > 0 tel que
fla)= max f(z) ide VYreANDB(a,r), fla) > f(z).
z€ANB(a,r)

Un extremum local ou global est un maximum ou un minimum local ou global. On dit que
lextremum est strict si les inégalités dans les définitions sont strictes pour x # a.

Exemple 46 Si f(r,y) = 22 + 9%, et A = By(0,1) (boule unité fermée pour la norme
euclidienne), alors f admet 0 pour minimum global au point (0,0) et 1 pour mazimum
global aux points du cercle de centre 0 et de rayon 1.

Remarque 12 Rappelons que si K est compact et f : K — R est continue, alors f est
bornée sur K et attenit ses bornes donz f admet un minimum et un mazximum globaux
sur K.
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5.2 Points critiques : conditions d’ordre 1

Définition 24 Soita e Aet f: ACR" — R. Si f est différentiable en a, on dit que a
est un point critique de f si Df, =0 (on rappelle que D f, € L(R™R)).

Théoréme 21 (Condition nécessaire) Soit a € A et f: A C R* = R. Si f admet
un extremum local en a et si [ est différentiable en a, alors Df, = 0, i.e. a est un point
critique de f.

Démonstration
Supposons que f admette un minimum local en @ (sinon, on peut considérer — f). Soit r > 0 tel
que B(a,r) C A et pour tout x € B(a,r), f(zx) > f(a).

Si h e R*\ {0} et ¢ e]_ﬁ’ﬁL on a a+th € B(a,r) donc f(a+th) > f(a) et donc

fla+th)— f(a) | >0 sit>0
t <0 sit<0

L’application f est différentiable en a et D f,(h) = limy_g w donc Dfy(h) = 0 pour

tout h € R™\ {0}. C’est encore vrai pour h = 0 par linéarité de D f,.

Remarque 13 On cherchera les points critiques de f en utilisant

Df,=0& Vf(a)=0<Vielln] (a) =0.

dz,
Exemple 47 Si f : R? — R est définie par f(x,y) = 2° + y* — 20 + 4, alors [ est
différentiable sur R? car polynomiale. On a

o 0
a_i(x,y) =2z —1), a—;(x,y) =2y

donc (1,0) est le seul point critique de f. Comme R? est un ouvert, tous les points de R*
sont intérieurs donc si f admet des extrema locauz, c’est forcément en un point critique
de f donc en (1,0). De plus

flay)— f(L0)=a"+y* 20 +4-3=(z—1)>+y* >0
donc f admet un minimum global en (1,0) et pas d’autre extremum (méme local) sur R?.
La réciproque est fausse!

Exemple 48 Si f : R? — R est définie par f(x,y) = 2? — y* — 22 + 4, alors [ est
différentiable sur R? car polynomiale. On a

e =2-1, e =2

donc (1,0) est le seul point critique de f. Comme R? est un ouvert, tous les points de R*

sont intérieurs donc si f admet des extrema locauz, c’est forcément en un point critique
de f donc en (1,0). De plus

>0 si |z — 1] > |y|

z,y)—f(1,0) = 2*—y* —22+4-3 = (x—1)*—y?
fx,y)=f(1,0) y (z=1)"~y “0silr—1] <y

donc f n’admet aucun extremum (méme local) sur R?.
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Un extremum peut étre atteint en un point intérieur ou la fonction n’est pas différentiable.

Exemple 49 Si f : R? — R est définie par f(z,y) = |v —yl|, alors f admet un minimum
global en (0,0) car f(0,0) =0 < |z —y|. f nest pas différentiable en (0,0) car f(h,—h) =

f(hy_h

,
- n’existe pas.

2|h| donc limy,_,g

Il peut exister des extrema sur JA qui ne sont pas des points critiques.

5.3 Conditions d’ordre 2

Dans ce paragraphe, on suppose que f est une application de A C R™ dans R de classe

C? sur A.

5.3.1 Matrice Hessienne positive, définie positive

Soit a € A. La matrice Hessienne de f en a est H f(a) = (8328]; (a)) € M,(R). Elle est
K2 J Z,J
symétrique, i.e. ‘H f(a) = Hf(a), i.e. Hf(a) € S,(R).

Définition 25 Une matrice M symétrique est

— positive si pour tout h € R™, on a thMh >0 ;

— définie positive si pour tout h € R™\ {0}, on a *hMh > 0;

— négative si pour tout h € R, on a thMh <0;

— définie négative si pour tout h € R™\ {0}, on a "hMh < 0.
Dans la suite, on identifie R™ et les matrices colonnes. On a alors *thMh = (h, Mh) ot
(-,-) est le produit scalaire usuel de R™.

Rappelons que M, en tant que matrice symétrique réelle, est diagonalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres donc admet n valeurs propres réelles (comptées avec
leur multiplicité).

Proposition 32 Soit M € S, (R) une matrice symétrique réelle. Alors

— M est positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes positives ;
— M est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes strictement
positives ;

dans ce dernier cas, si A est la plus petite valeur propre de M alors

Vh e R\ {0} (b, Mh) = A|h]Z
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Démonstration

M est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres donc il existe

D = diag(\1, -, \n), P € On(R) (ie. 1P = P~ et P € GL,(R)) tel que M = P7'DP et de
plus [|[Pz||2 = ||z||2 pour z € R"™. On a

(h, Mh) =" hPT'DPh =" h'PDPh =" (Ph)D(Ph) = > Xi(Ph); > A||Ph|3 = Al|hll3

i=1

donc A > 0 = M positive et A > 0 = M définie positive.
Réciproquement, si e; est un vecteur propre associé a la valeur propre A\; de M, on a en posant
h=P 7161',

(h, MR) =' hP7YDPh ="' (*Pe;)P"'DPP'e; =! ¢;De; =' e;\ie; = Ailles|3

donc M positive = A; > 0 et M définie positive = \; > 0 pour tout i € [1, n].

5.3.2 Condition nécessaire

Théoréme 22 Soient f : A CR® = R de classe C? sur A et a € A.
— Si f admet un minimum local en a, alors la matrice symétrique H f(a) est positive.
— Si f admet un mazimum local en a, alors la matrice symétrique H f(a) est négative.
Dans les deux cas, a est un point critique de f.

Démonstration

On suppose que f admet un minimum local en a.

Soit r > 0 tel que B(a,r) C A et pour tout x € B(a,r), f(x) > f
Soit h € R" et t € }—ﬁ,ﬁ[ (donc f(a+th) — f(a) > 0). D
l'ordre 2,

().

‘apres la formule de Taylor a
1

0 < f(a+th) = f(a) = Dfa(th) + S(H f(a)th, th) + t2||h||2e(th).

On a vu que Df(a) = 0 donc 0 < %(Hf(a)h,h) +2||n||%e(th) et 0 < $(H f(a)h, h) + ||h|%e(th).
En faisant tendre ¢ vers 0, on a (H f(a)h, h) > 0.
En appliquant cela & —f, on a la seconde assertion.

Exemple 50 1. i f(x,y) = 2 +y?> — 22 + 4, f admet un point critique et un

minimum en (1,0) et Hf(1,0) = ( (2) 5 ) est bien une matrice positive.
2. Si f(z,y) = 2® —y*> — 2x + 4, [ admet un point critique en (1,0) et Hf(1,0) =
g _02 n’est ni positive, ni négative et donc f n’admet pas d’extremum local

en (1,0).
3. La réciproque est fausse! Si f(x,y) = ‘%2 — %, f admet un point critique en (0,0)

et Hf(0,0) = < 1 est positive mais f n’admet pas d’extremum local en (0,0)

0
0 0
car f(x,0) >0 stz #0 et f(0,y) <0 siy#0.

5.3.3 Condition suffisante

Théoréme 23 Soient f : A CR" — R de classe C? sur A et a € A un point critique de

f.



5.3. CONDITIONS D’ORDRE 2 53

— Si la matrice symétrique H f(a) est définie positive, alors f admet un minimum
local en a.
— Si la matrice symétrique H f(a) est définie négative, alors f admet un mazimum
local en a.
Dans les deux cas, il s’agit d’un extremum strict.

Démonstration
Soit r > 0 tel que B(a,r) C A.

Soit he R" et t € }—”;—”, ﬁ [ D’apres la formule de Taylor a l'ordre 2,

2
fla+th) — f(a) = Dfy(th) + %(Hf(a)th,th) + t2||h||%e(th) = %(Hf(a)h, h) + t2||h||?e(th).

On a vu que Df(a) = 0. Soit A > 0 la plus petite valeur propre de H f(a). On a donc
(Hf(a)h,h) > A|[R]f3-

Soit 7" < r tel que pour tout u € B(0,r'), |e(u)| < A/4. On a alors pour ¢ € }— ”7;;”, HZH [,

fla+th) — f(a) = %(Hf(a)th,tm + t%||h||%e(th)

NGRS
4

> 42
= 2

A
0] = &2 A = 0.

Ainsi f admet un minimum local en a.

Pour le second point, on applique le premier & —f.

Ainsi si f est une application de classe C? au voisinage d’un point critique a intérieur a
A, pour savoir si ¢’est un extremum, on calcule la matrice Hessienne en a et on détermine
les signes des valeurs propres de H f(a).
— S'il existe deux valeurs propres de H f(a) de signes opposés, alors f n’admet pas
d’extremum local en a.
— Si toutes les valeurs propres de H f(a) sont strictement positives, f admet un
minimum strict en a.
— Si toutes les valeurs propres de H f(a) sont strictement négatives, f admet un
maximum strict en a.
— Soi H f(a) admet 0 pour valeur propre, on ne sait pas conclure.

Exemple 51 Si f(z,y,2) = 23 + 22> + 3> + 2% + 2zy — 22, alors

322 + 4x + 2y
Vi(x,y,z) = 2y + 2z
22 — 2

donc les points critiques de f sont (0,0,1) et (—2/3,2/3,1).

6z +4 2 0 r+2 1 0
Hf(x,y,2) = 2 2 =2 1 1
0 0 2 0 01
210 010
donc Hf(0,0,1) = 2| 1 1 et Hf(—-2/3,2/3,1) = 2 1 1 0 Comme
0 01 0 01
detH f(—2/3,2/3,1) < 0, la matrice H f(—2/3,2/3,1) admet des valeurs propres de signes

opposés et donc f n'admet pas d’extremum en (—2/3,2/3,1).
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La troisieme valeur propre de H f(0,0,1) est strictement positive. Son déterminant aussi
donc les valeurs propres de H f(0,0,1) sont ou bien toutes strictement positives, ou bien
deux sont négatives et une positive. La somme des deux premieres valeurs propres est la

trace de 2 ( 2

1 »
11 et est donc positive. Toutes les valeurs propres de H f(0,0,1) sont
strictement positives et donc f admet un minimum strict en (0,0,1).

Souvent il n’est pas nécessaire de calculer les valeurs propres. Il suffit souvent d’utiliser
que le déterminant est le produit des valeurs propres et la trace la somme des valeurs

propres et d’isoler quelques valeurs propres.

5.3.4 Cas particulier : la dimension 2

Dans ce cas, on va voir que la trace et le déterminant suffisent a déterminer le signe des
valeurs propres.

Soit f € C*(A,R) avec A C R2. Soit a € A un point critique de f. On note \; et Ay les
valeurs propres de H f(a).
e Si det(H f(a)) < 0 alors A\jAs < 0 et donc f n’admet pas d’extremum local en a.
e Sidet(H f(a)) > 0 alors Ay Ay > 0.
— Si Tr(Hf(a)) > 0 alors les deux valeurs propres sont strictement positives et f
admet un minimum local en a.
— Si Tr(H f(a)) < 0 alors les deux valeurs propres sont strictement négatives et f
admet un maximum local en a.
e Si det(H f(a)) = 0 alors on ne peut rien dire.

Exemple 52 Si f(x,y) = 2% + y* — 2y, alors

Vi(z,y) = ( 2y )

2y —x
done (0,0) est le seul point critique de f. On a

Hf(a,y) = ( c ) — H(0,0).

det(Hf(0,0) =3 >0 et Tr(Hf(0,0)) =4 > 0 donc (0,0) est un minimum local de f.

5.4 Exemple d’étude pratique

On cherche les maxima de la fonction f(z,y) = 3zy — 32? — ¢® sur K = [—1,1]2.

1. Existence
f est continue car polynomiale sur le compact K donc f est bornée sur K et y

atteint ses bornes. f est différentiable (car polynomiale) sur K donc f atteint son
maximum sur le bord de K ou en un point critique intérieur.

2. Etude des points critiques

—6x + 3 —2x +
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donc (0,0) et (1/4,1/2) sont les points critiques de f dans K (ce sont bien des

points de K). On a
-2 1

det(H £(0,0)) < 0 donc f n’admet pas d’extremum en (0, 0).

det(Hf(1/4,1/2)) > 0 donc f admet un extremum en (1/4,1/2) et
tr(H f(1/4,1/2)) < 0 donc ¢’est un maximum local.

Ona f(1/4,1/2) =2 -3 -1 =1,

8 16 8 16
3. Etude de la fronti¢re
La frontiere de A est 'union de A; = {1} x [—-1,1], Ay = {-1} x [-1,1], A3 =
[—1,1] x {1} et Ay =[-1,1] x {—1}.
(a) Etude sur 4,
fily) = f(1,y) =3y—3—v3 fi(y) =3—3y*> > 0sur | —1,1] donc f; admet un
maximum en 1 et donc le maximum de f sur A; est f(1,1) = f1(1) = -1 < %6.
(b) Etude sur A,
fa(y) = f(=1y) = =3y =3 —v°, fi(y) = =3 — 3y* < 0 sur [-1,1] donc f
admet un maximum en —1 et donc le maximum de f sur As est f(—1,—1) =
fl)=1> .
(c) Etude sur As
fs3(x) = f(z,1) =32z —32? — 1, fi(z) =3 — 6z qui s'annule en z = 1 € [—1,
f3 admet un maximum en 1/2 et donc le maximum de f sur Az est f(1/2,1)
f3(1/2) = —-1/4 < 1.
(d) Etude sur A,
fa(z) = f(z,—1) = =3z — 32? + 1, fi(z) = —3 — 62 qui Sannule en z = —3 €
[—1,1]. f4 admet un maximum en —1/2 et donc le maximum de f sur Ay est
f(=1/2,-1) = fu(=1/2) = 7/4 > L.

Finalement, f admet un maximum global sur K en (—1/2,—1) qui vaut 7/4.

1].

5.5 Le cas des fonctions convexes

5.5.1 Définitions, rappels

Définition 26 Une partie C' de R™ est convexe si pour tous x,y € C, le segment [z,y| =
{tx + (1 —1t)y, t € [0,1]} est inclus dans C.

Soit, C' une partie convexe de R"™.

Définition 27 Une application f : C — R est
— convexe si pour tous x,y € C, pour tout t € [0,1], f(tx+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —

t)f(y);

— strictement convezxe si pour tous x,y € C, x # vy, pour tout t €]0,1[, f(tx + (1 —
Hy) <tf(x)+ (1 —1)f(y).
Rappel : Si f: I C R — R est dérivable, alors f est convexe ssi pour tous z,y € I,

fy) = f(z) > (y — 2) f' ().

Théoréme 24 (caractérisation de la convexité dans le cas différentiable)
Soient C' une partie convexe de R™ et f: C' — R une application.
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1. Sv f est différentiable sur C', alors f est

— conveze si et seulement si pour tous x,y € C, f(y) > f(z) + Dfe(y — ) ;
— strictement convezxe si et seulement si pour tous v,y € C, x # vy, f(y) >

f(@) + Dfely — ).

2. Si f est de classe C* sur C, alors [ est

— conveze si et seulement si pour tout x € C, H f(x) est positive ;
— strictement convexe si et seulement si pour tout x € C, Hf(x) est définie
positive.

Démonstration

Commengons par un lemme.

Lemme 4 f : C — R est convexe si et seulement si pour tous x,y € C, lapplication
Yey: [0,1] — R

est convezxe.
t — f(ta:+(1—t)y)

Démonstration du lemme
Soient x,y € C.
Si @z, est convexe, alors

tf(@)+(1=0)f(y) = teay(1)+ (1 =1)pay(0) 2 @ay(t-1+(1-1)-0) = @oy(t) = f(tz+(1-1)y).
Si f est convexe, alors pour ¢, s, A € [0,1], on a

Cay M+ (1 =X)s)=fF(M+ 1 —=N)s)z+ (1 — (At +(1—N)s))y)
= f(A(z + (1 =t)y) + (1 = A)(sz + (1 = s)y))
S Atz + 1 =ty) + (1 =A)f(sz+ (1 —s)y)
< Apay(t) + (1= A)pzy(s)

donc ¢, 4 est convexe.
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1. Montrons la premiére équivalence. Commengons par remarquer que pour tout ¢ € [0,1]
et tous z,y € C

Puy(t) = Dfm 1ty (T —y) = (Vf{te + (1 —t)y),z —y)

Z (tz + (1 = )y)(x; — y;)-
8xj

— Si f est convexe, alors @, est convexe donc @;,(0) > @g (1) + (0 — 1), (1), ie.

fy) = f(x) + D faly — ).
— Si ¢, (t) = D frat(1—t)y(x —y) pour tous x,y € C, alors pour tous ¢, s € [0, 1] et tous

x,yeC

Pzy(s) = f(sz+ (1 - s)y)
> f(tr + (1 —=t)y) + D frara-t)y((s —t)(x —y))
= Quy(t) + (s = 1)@, (D).

Ainsi ¢, , est convexe et donc f aussi.
Pour la stricte convexité, il suffit de remplacer les inégalités par des inégalités strictes.

2. Montrons la caractérisation a 1’aide de la différentielle seconde. Comme
n
af
Poy(t) = D2 o (b + (1 = Hy) s — 35)
j=1 "

on a

n

Py () ZZ;%% + (1= 0)y)(j — yj) @i — )

j=Li

=(Hf(tz+ (1 -t)y)(x—y),z—y).

— Si f est convexe, alors pour tous y,y + h € C,pyin, est convexe donc pour tout
€ [0,1], ¢yyn,(t) = 0 done (Hf(y + th)(th),th) > 0. En particulier, pour tous
z € Cet h e R", (Hf(z)(h),h) > 0.
— Si pour tous z € Cet h € R”, (H f(2)(h), h) >0, alors ¢}, (t) > 0 pour tout ¢ € [0, 1]
et tous x,y € C donc ¢, , est convexe et f aussi.

fi R2 — R
(z,y) > az’+ By

20 0
2 2 =
classe C* sur R* et H f(x,y) = ( 0 283

et B > 0, strictement convexe si et seulement st a > 0 et S > 0.

Exemple 53 Soient a, 5 € R et o - L’application f est de

donc f est convexe si et seulement st o > 0

5.5.2 Extrema des fonctions convexes

Théoréme 25 Soient C' un ouvert connexe et f une application conveze de classe C*
sur C' a valeurs réelles. Alors tout point critique de f est un point de minimum global de
f sur C. St f est strictement convexe, alors tout point critique de [ est ['unique point de
minimum global de f sur C.
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1. Soit @ un point critique de f. f est convexe et C' donc pour tout x € C, f(z) >
f(a) + Dfa(x —a) = f(a) donc f admet un minimum global en a.

2. Si f est strictement convexe et f(a) = f(b) = minc f avec a # b, alors

b
min f < f (“‘; ) < 2f(@)+ L F(b) = min .

ce qui est absurde.

Exemple 54 Soit A € SF(R) une matrice réelle symétrique définie positive et b € R™.
On pose pour x € R"

flx) = %(Ax,x) + (b, x).

Alors f est de classe C* sur R", Vf(z) = Az +b et Hf(x) = A.
En effet :

flx+h)= %(A(x+h),x+h) + (b,x + h)
= %(Ax—i—Ah,x—l—m + (b, x + h)
= f(z) + %(Ax, h) + %(Ah, r) + %(Ah, h) + (b, h)

= (&) + (Az -+ b, ) + (AR, )

Comme A est définie positive, f est strictement convexe.

Comme A est inversible, f admet un point critique a = —A~'b.
Ainsi a est l'unique point de minimum global de f sur R™.



Chapitre 6

Intégrales multiples

6.1 Notion de ¢! difféomorphisme

Définition 28 Soient U et V' des ouverts de R™ et ¢ une application de U dans V. On
dit que ¢ est un C* difféomorphisme de U sur'V si

1. ¢ est bijective de U sur'V ;
2. ¢ et =1 sont de classe C' (sur U et V respectivement)

Remarque 14 Sip est un C* difféomorphisme de U sur'V , alors en différentiant l’égalité
o Yo =idrn, on obtient pour tout a € U ’égalité matricielle

J(e ) (p(a)) - Jo(a) = I,

ce qui implique que pour tout a € U, Jp(a) est inversible donc Dy, aussi et de plus
(Dﬂpa)_l = D(SO_l)cp(a)-

Le théoreme d’inversion locale ci-dessous fournit une réciproque partielle de cette re-
marque.

Théoréme 26 (inversion locale) Sip: U C R" — R" est de classe C' sur U, injective
et si pour tout x € U, Dy, est inversible (i.e. det(Jp(z)) # 0), alors ¢ est un C*-
difféomorphisme de U sur ¢(U).

La démonstration sera faite en L3.

Exemple 55 1. Coordonnées polaires.
¢ (p,9) = (rcos(9),rsin(v)) est un C difféomorphisme de |0, +oo[x]| — 7, 7| sur
R?\ (] — 00,0] x {0}).
En effet :
e  est injective sur]0,4+o00[x]| — 7, [ car comme p,p’ >0 et —m < I, ¥ <7, on a
i

o(p,9) = (), 0) = pe? =pe” o p=p et~ mod2r e p=p et ="7.

o Jo(p,9) = 2?1:83)) TO’OCZISIEE;;) ) done det(Jp(p,9)) = p > 0.

o ©(]0, +oo[x] — m,7[) = R*\ (] = 00,0] x {0}).

Remarquons que ¢(]0,+oo[x] — m,71]) = R?\ {0} mais |0, +oo[x] — m, 7| n'est
pas un ouvert. De méme ¢(]0, +oo[xR) = R?\ {0} mais ¢ n'est pas injective sur
10, +00[xR.
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2. Coordonnées cylindriques.

¢ : (pY,2) = (pcos(V),psin(d),z) est un C' difféomorphisme de
10, +00[x]0, 27t [ xR sur R3\ P ou P est le demi-plan d’équation {y = 0,z > 0}.
En effet :

e ¢ est injective sur |0, +00[x]0, 27[xR (mémes arguments que pour @)
cos(¥) —rsin(d) 0
o Jo(p,¥,2) = | sin(¥) rcos(d) 0 | doncdet(Jo(r,9)) =r > 0.
0 0 1
e 0(]0, +00[%]0,27[xR) = R?\ P.

3. Coordonnées sphériques.
¥ (p, 0, 0) — (pcos(V) sin(p), psin(V) sin(p), pcos(p)) est un C! difféomorphisme
de |0, +oo[x] — 7, w[x]0, 7| sur R3\ P ou P est le demi-plan d’équation {y =0,z >
0}.
En effet :

e 1 est injective sur |0, +oo[x]| — m, w[x]0, 7.

cos(¥) sin(p) —psin(¥)sin(p) pcos(?) cos(p)
o JY(p,0,p) = sin(d) sin(p)  pcos(V)sin(p)  psin(Y) cos(p) donc
cos gp 0 —psin(yp)

det(Jy(p, 9, ¢)) = —p? Sin( ) <

® (]0, +oo[x] — 7, 7[) = \(] 00, 0] x {0}).

Remarquons que p(]0, +o0o[x]| — 7 7T]) = R?\ {0} mais ]0,+o00[x] — m, 7| nlest
pas un ouvert. De méme p(]0, +0o[xXR) = R?\ {0} mais ¢ nest pas injective sur
10, +o00[xR.

6.2 Intégrales multiples : définitions

On cherche a généraliser la notion d’intégrale a des fonctions continues sur un compact
de R™.

6.2.1 Intégrale sur un pavé de R"

Définition 29 On appelle pavé de R™ tout ensemble P de la forme P = [T, I; ou I; est
un intervalle borné de R (donc I; = [a;,b;] avec a; < b;, a;,b; € R).
On appelle volume de P le produit pu(P) = [[;_,(b; — a;).

Définition 30 Si P = [[._,[a;, b;] est un pavé fermé de R™ et f : P — R est une fonction
continue sur P, on définit lintégrale de f sur P par

b1 b bn
/f Xy, y & (331, , X / (/ f Zy, - 7xn)dxndx2> dxl-

Théoréme 27 (Fubini sur un pavé de R") Si f : P — R est une fonction continue
sur P, alors pour toute application bijective o : {1,--- ;n} — {1,--- ,n} on a

(1) o (2) cr(n)
/f(x1,~~ ,Tp)d(xy, @ / (/ / f@e, o 2n)dTyg) - "d%m)) do(1).-
P a

4o (1) %o (n)
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Autrement dit, on peut intégrer dans l'ordre que [’'on veut.
En particulier si P C R?

/[a,b]x[c,d] fla,y)d(z,y) = /ab /Cdf(%y)dy dr = /cd /abf($,y)d:v dy.

Exemple 56

2 2 2 2
/ ye™d(z,y) :/ / ye™dy dx :/ y/ e™dx dy
[1,2]x[0,2] 1 Jo 0 1
2 1 2 2
— / y |:_exy:| dy — / <62y _ ey) dy
0 ) 1 0

1 ! 1 1
= [5623”—63’} 2564—62—(5—1>25(64—262—1-1)

Proposition 33 Si f(z,y) = g(z)h(y) avec g : [a,b] = R et h: [c,d] = R, alors

/[a’b}x[qd]f(x,y)d(x,y) = (/abg(l’)dx) (/th(y)dy>-

6.2.2 Intégrale double sur un ensemble délimité par des graphes
de fonctions

Définition 31 Soit [a,b] un segment de R, u et v deuz fonctions continues sur [a,b] telles
que u < v surfa,b]. SiD={(z,y) €eR? :a<z<bulzx)<y<v(x)}etsif:D—->R
est continue sur D, alors on définit l’intégrale de f sur D par

b v(z)
/Df(%y)d(%y)z/ ( " f(x,y)dy) dx.

Exemple 57 Soit D le triangle délimité par les axes et la droite d’équation y = —2x+ 2,
1.€

D = {(x.y) € [0, +oo s y < 2 + 2},
Alors l'ensemble des valeurs prises par x lorsque (x,y) parcourt D est [0,1] et lorsque
x € [0,1] est firé, (x,y) € D= 0<y<2—2x. On a donc

/D(2a; +y)2d(x,y) = /01 (/02_%(295 +y) dy) dr = /1 [%(295 + y)?’} :_M dx

Proposition 34 (Théoréme de Fubini) Soit [a,b] et [c,d] des segments de R, u et v
deuz fonctions continues sur |a,b] telles que uw < v sur [a,b] et s et t deux fonctions
continues sur [c,d| telles que s <t sur [c,d]. Si

D={(z,y) €R? : a <z <b u(x) <y <o)} ={(z,y) eR* : c <y <d, s(y) <z <t(y)}
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et si f: D — R est continue sur D, alors on a

b v(z) d t(z)
/D f(y)d(z,y) = / ( ) f<x,y>dy> dr = / ( ) f(x,y>dx> ay.

Autrement dit, on peut choisir ['ordre des variables par rapport auzquelles on intégre.

Exemple 58 On reprend ’exemple précédent. D est le triangle délimité par les axes et
la droite d’équation y = —2x + 2, 1.e

D = {(z,y) € [0, +oo*: y < —2x + 2}.

Alors l'ensemble des valeurs prises par y lorsque (x,y) parcourt D est [0,2] et lorsque
y € [0,2] est fixé, (x,y) € D<= 0<0<1-y/2. On a donc

/D(Qx +y)2d(z,y) = /02 (/Ol_y/2(2x + y)%lx) dy = /02 {%(295 + y)?’] ;—9/2 dy

_/2_(23_ 3)d _123 _142_1(24_22)_2
=/ vV dy=5 |2y - | =5 =2.

Proposition 35 Si D, et Dy sont des compacts de R? de la forme introduite en définition
ou de la forme symétrique en inversant les roles de x et y, si Dy N Dy C 0D U 0D,
alors on définit

/D ey = [ feaden+ [ e,

D1 D2

Cette définition est compatible avec les définitions précédentes.

Remarque 15 Cela signifie que lorsque le compact D sur lequel on intégre a une forme
compliquée, on peut le découper en plusieurs morceauxr simples dont l'intersection est
réduite a une courbe simple et l'intégrale sur le compact est définie comme la somme des
intégrales sur les différents morceaux. On admet donc que la partie de lintégrale sur la
courbe me compte pas.

Exemple 59 Si D = {(x,y) € R? : |z| + |y| < 1}, alors D = Dy U Dy avec
Di={(z,y) eR* : 0<2<1l,2-1<y<1-uzx}
DZZ{(.T,Q)GRQ —1<2<0,-z-1<y<1+z}

1 11—z 0 14z
/e’”+yd(x,y) —/ / em+ydydx+/ / e“dydx
D 0 Jz—1 —1J—z-1

1 0
/ e’ [ey]i:gf dx + / e’ [ey]l_zgil dx
0

-1

0

1
= / e (e —e" ) dr + / e (" —e ") dx
0

-1

1 0
= / (e — 629”_1) dx + / (62I+1 — 6_1) dx

0 -1
1 tn ’
= lex — Ze2 1| 4| St o1y
2 0 2 ~1
:e—l(e—e_l)—i-l(e—e_l) —elt=ec—et
2 2
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6.2.3 Intégrale triple sur un ensemble délimité par des graphes
de fonctions

Si F est une partie de R? délimitée par une surface Y et si f est une fonction & valeurs

dans R continue sur F, on calcule [}, f(z,y, z)d(z,y, z) dans les cas simple, i.e. lorsque le

bord ¥ de D est constitué de morceaux de surfaces définies par une équation de la forme
z = h(x,y).

Définition 32 Soit [a,b] un segment de R, u et v deuz fonctions continues sur [a,b] telles
que u < v sur [a,b] et p, deux fonctions continues sur

D(u,v) = {(2,y) €ER* : a <z < b, u(z) <y <v(z)}

telles que ¢(z,y) < ¥(x,y) pour (x,y € D. Si F = {(z,y,2) € R® : (z,y) €
D(u,v) et p(z,y) < z < P(x,y)} et f: F — R est continue sur F, alors on définit
lintégrale de f sur I par

/Ff(x,y, 2)d(x,y,z) = /ab (/u::) </§Di(:/) f(x,y,z)dz) dy) dx.

Exemple 60 Soit F' le prisme délimité par les plans d’équation x =0, y =0, 2 =0 et
r+y+z=1, e
F={(r,y,2) €[0,+cc[*: 2 <1—2—y}.

Alors l’ensemble des valeurs prises par x lorsque (x,y, z) parcourt F est [0,1] et lorsque
x € [0, 1] est fizé, y parcourt [0,1— x| et pour x,y fizés, (x,y,2) e F<0<2<1—x—y.
Le volume du prisme est

/Fd(x,y,z):/ol (/OH (/Ol_x_ydz) dy) d:v:/ol (/Ol_m(l—x—y)dy)dx
:/01 {(1_@;,—%;/2}:%@:/01 ((1—:5)2—%(1—:5)2) dz

Comme pour les intégrales doubles, le théoreme de Fubini permet d’affirmer que si l'on
change le role joué par les variables x,y et z, on obtient la méme valeur pour 'intégrale.
De méme si Fy et F, vérifient Fy N Fy, C O0F; U OF,, alors on définit l'intégrale sur
F = Fy U Fy comme la somme des intégrales sur Fj et sur Fs.

6.2.4 Propriétés des intégrales multiples

Les intégrales multiples ainsi définies vérifient les mémes propriétés que 'intégrale simple.

Proposition 36 Soit D, D’ des domaines de R? ou de R?, soient f,g : D — R des
applications continues sur D et D'. On notera u = (x,y) si on est dans R? et u = (x,y, 2)
si on est dans R?.

1. Linéarité. Si A\, i sont des réels, alors

[ or+mgdu=x [ fwdus [ gt
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2. Positwité. Si f est positive sur D, alors [ f(u)du > 0.
Si f(u) < g(u) pour tous uw € D, alors [, f(u)du > [, g(u)du. En particulier

/Df(u)du Z/D|f(u)|du.

3. Croissance par rapport au domaine. Si D C D' et si f est continue et positive sur
D', alors

[ ) = [ ),
D D/
Remarque 16 — 8i D C R?, alors l'aire de D est

AD) = | day)

et les coordonnées du centre de gravité G de D sont

1 1
rg = m/Dl’d(%y) et yo = m/Dyd(%y)-

— 8i D C R3, alors le volume de D est

V(D) = [ da.2)

et les coordonnées du centre de gravité G de D sont

1 1 1
xczm/jjxd(x,y,Z) ?JGZW/D?JCZ(%%Z) etzG:m/DZd(x’y’Z)'

6.3 Changement de variables

6.3.1 Théoreme de changement de variable

Théoréme 28 Soit K C R" (n = 2 oun = 3) un compact limité par des courbes ou
surfaces simples. Soit U un ouvert de R™ contenant K. Soient ¢ : U — R™ une application
de classe C et f : o(K) — R™ une application continue. Si la restriction de ¢ o K est

[¢]

un Ct-difféormorphisme de K sur ¢ K), alors

/ f(v)dv = / (f o @) (u)|det Jp(u)|du.
»(K) K

6.3.2 Exemples

1. Coordonnées polaires.
Calculons [, (z—y)*dzdy avec D = {(z,y) € R : £ > 0,0 <y < z et 2°+y* < 1},
Le compact K = [0,1] x [0,7/4] est contenu dans R? qui est ouvert. L’application
¢ (p,9) = (rcos(d),rsin(v)) est de classe C! sur R? et c’est un difféomorphisme

[0}

de]O,l[X]O,ﬂ/Zl[:IO(surD:{(:p,y) eER?:2>0,0<y<zetaz?+y*<1}. De
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plus det(Jo(p,9)) = pet f:(z,y) — (x — y)? est continue sur R2.
On a donc

/D (x — y)?dady = / L JE= /K (f 0 ©)(w)| det Jp(u)|du
- /[ o st psin @)l )

_ /[O ’1 ( /[O B p3(cos(19)—sin(19))2dp> dd

(1 — 2cos(¥) sin(1)))dv

T 1
(i-2)
2. Coordonnées cylindriques.
Calculons [, xyzdedydz avec D = {(z,y,2z) € R* : = > 0,y > 0,0 < z <
1et 2?4+ y? < 22}
L’application ¢ : (p,9,2) — (pcos(?), psin(d), z) est de classe C! sur R3. Le
compact K = {(p,9,2) e R? : 2€[0,1,0<9 <7/2,0< p < z} est contenu dans

3=
~
~

(1 — sin(20))dd

c\:‘O\

N~ B N

1
4

VR
N

1 /4
t3 [cos(20)]7/ ) =

I'ouvert R3. L’application ¢ est un difféomorphisme de K sur D et det(Jp(p,0)) =
p. De plus, f: (x,y,2) — zyz est continue sur R3. On a donc

/ (ry2)d(ey,2) = [ fl)do = / (f 0 9)(u)] det Joo(u)|du
D o(K) K

= s in(19 dd \dp)d
/[0 ) ( /[ ) ( /[ o), psin0), ) ) p) :
— 3 P sin(Nzdd | dp ) d
[ ([ minsirs)a)s
1
= 3dp | d — sin(29)d
( [0,1] <Z /[O,z] P p) Z) (A),TF/Q] 2 Sln( ) )

e 1 (I |
- z _ 2 cos(2 s
( /[o,u 4d’z> { 7 °os( 19)10 242 ~ 48

3. Coordonnées sphériques.
Calculons f§(0,1)(x2 +y? + 28 d(x,y, 2)
L’application ¢ : (p, 9, @) — (pcos(V) sin(p), psin(?) sin(y), pcos(y)) est de classe
C' de R? sur R3 et det(Jy(p, ¥, ¢)) = —p?sin(yp).
Si K = {(pd,p) eR : -1 <9 <m0<p<70<p< 1}, alors K est
compact et ¢ est un C'-difféomorphisme de K sur 1)(K) et 1(K) = B(0,1). On a
donc

/ (@ + ¢+ )d(2, g, ) = / 2 — P sin(@)ld(p, 9, )
B(0,1) K

= (/01 p4dp) 2 (/07r Sin(go)dgo) = 4%.
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