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Analyse 3 - TD 4
Différentiabilité, applications C*

1 Autour de la définition

1. (a) Soit L une application linéaire de R™ dans R™. Montrer que L est de classe C*. Déter-
miner sa différentielle et ses m dérivées partielles.
(b) Montrer que toute application bilinéaire B de R™ x R" dans R? est de classe C' et
déterminer sa différentielle.

2. Soit F un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -). Montrer que I'application
x +— (x,z) est différentiable en tout point de E et calculer sa différentielle.

3. Soit H : R? — R telle que, pour tout (z,y) € R* x R? on ait
[H(y) — H(z)| < [ly — =]
Démontrer que H est constante sur R2.

4. Soit (E, N) un espace vectoriel normé.
(a) Montrer que x — N (z)? est différentiable en 0 et calculer sa différentielle en 0.
(b) Montrer que x — N(z) n’est pas différentiable en 0.

5. (a) Soit M,(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n & coeflicients réels. Montrer que
les application suivantes sont différentiables et calculer leurs différentielles.

Hy: M,(R) — R Hy: M,(R) — M,(R)

A — Tr(A) A — A2
Hy: M,(R) — R Hy: M,(R) — M,(R)

A — (TrA)3. A — A3

Hs: M,(R) x M,(R) — M,(R)
(A, B) — AB2
6. On considére l'espace vectoriel normé E = R" muni de sa base canonique (e, - ,e,).
Calculer la différentielle en (eq, - - ,e,) de 'application déterminant, i.e., ’application
det : Em — R

(v1,v9,...,0,) +—— det(vy,ve,...,0,).



2 Applications de R” dans R”.

7. Soit f : Rx]0,+oo[— R une fonction de classe C'. On définit g,h : R — R par g(t) =
f(2+42t,t* 4+ 1) et h(t) = f(cost,e*). Démontrer que g et h sont de classe C! et calculer
g'(t) et h'(t) en fonction des dérivées partielles de f. Vérifier que la formule est exacte avec

f(z,y) = zln(y).
8. Soit f : R? — R? la fonction définie par

sin(zy) .
o= 5 A2
x siy=20
(a) Montrer que la fonction f est continue sur R2.
(b) Calculer les dérivées partielles de f dans l'ouvert {(x,y) : y # 0}

(c) Montrer que %(x, 0) existe pour tout réel x et la calculer.
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)
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(d) En déduire que 2L est continue sur R2.
(e) Justifier de fagon simple le fait que 3—5(0, 0)=0.
(f)

f) Pour = # 0, étudier la limite suivante :

.1 (sin(zh)
%%E( h _‘”)'

(g) En déduire que %(m, 0) existe et g—g(x, 0) = 0 pour tout x € R.
(h) Conclure que f € C'(R?).

9. Déterminer si les applications suivantes sont différentiables a I’origine.

Gll R? — R

Trare S () #(0,0),
(ZE,y) — G1<xay):
0 si (z,y) = (0,0).
GQI R? — R
S st (ny) #(0,0),
(ZE,y) — G2<xay):
0 si (z,y) = (0,0).
Gs: R — R
s s (zy) #(0,0),
(ZE,y) — G3(I7y):
0 si (z,y) =(0,0).
G4I R? — R
L st (n,y) #(0,0),
(fl?,y) — G4($,y):
0 si (z,y) = (0,0).



10. Montrer que les applications suivantes sont différentiables sur leur ensemble de définition
et déterminer lesquelles y sont de classe C!.

FF: R — R
ryzln(z? +y* +2%) st (z,y,2) # (0,0,0),
(z,y) — Fiz,y,2) =
0 si (z,y,2) =(0,0,0).
F, RZ — R

iin (A=) s @) £ 00)

0 si (z,y) = (0,0).

($,y) — FQ(IE,?/):

F3: R? R

l

cos(r+y) si x4+y>0,
(I,y> — Fg(.ﬁl],y) =
ch(z +y) sioz+y<O.

11. On définit les applications F' et GG suivantes :

F R? — R*
(1, 22) +—— F(x1,20) = (21 + 220, 11, 23, 1123)

G : R* — R3
(Y1, 92,95, 94) > F(y1, 92,93 9a) = (7 — 43,9245 — Ya, 91 — 1)
Calculer la matrice jacobienne de G o F'.
. R?2 — R?
12. Pour les fonctions / ci-dessous, calculer la jacobienne de

(,y) — (ulz,y),0(z,y))
f et vérifier que

ou Ov Ou ov ’u  J%*u
%_8_?;’ 8_y__%’ et Au=Av=0 avec Au-w—i-a—?ﬂ.

(a) flay)= (2% —y*2zy) (b) flw,y)=(e"cosy,e”sin(y)).
3 Accroissements finis, fonctions Lipschitziennes

13. Soit (E,|| - ||g) et (F,| - ||r) deux espaces vectoriels normés de dimension finie et U un
ouvert convexe de E. On suppose que H : U — F est une application différentiable telle
qu’il existe une application linéaire L de E dans F' vérifiant, pour tout = € U, DH (z) = L.
Déterminer H.

14. Soit K un compact convexe de R™ et H : R” — R une application de classe C'. Montrer
que la restriction de H a K est lipschitzienne.

15. Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie et H : E — E une application
différentiable vérifiant : 3k €]0, 1], tel que Vo € E, | DH (z)|| < k.
(a) Montrer que 'application G := Idg + H est injective.

(b) Montrer que pour toute partie bornée B de F, la partie G~*(B) est une partie bornée
de E.



