THEORIE SPECTRALE

EXAMEN - MASTER 2 RECHERCHE

Durée : 2 heures
Documents autorisés

Exercice 1. Soit H un espace de Hilbert et soit U € L(H) un opérateur unitaire,
i.e. un endomorphisme U : H — H tel que

U'U=0U"=1d.

Le but de cet exercice est de redémontrer ’existence d’une mesure spectrale avec
une autre méthode que celle du cours. Pour une fonction [—m, 7] 2 6 — f(e¥)
qui est dans L*([—m, 7]), on note

() = %/_ﬂ e dt

ses coefficients de Fourier, et on note A 'algebre des fonctions [—7m, 7] 3 6 —
f(e) qui sont dans L!([—m, 7]) et telles que

S el f)] < .

k=—0o0
1. Pour f € A, on pose

FU) =" el f)U*

kEZ

Montrer que la série de droite converge et que cette série définit une appli-
cation linéaire continue f(U) € L(H) de norme

LA <> Jer( ).

keZ

Vérifier que pour tout polynome P(z) = Y_}_; cxz" € Clu], on a

n

PU) =Y eU"
k=0
1



2. Montrer de plus que lorsque f € Cger(R) est une fonction périodique de
période 27 de classe C? alors?

@l < (sl +2( X ) suwls] )l
3. Montrer que pour tous f,g € A
FO) =fU), (f9)(U) = f(U)g(V).

4. Soit f € A, montrer que

f(U) = lim Zn: cr(f) (1 — @> U*.

n— 00 n
k=—n

5. Soit V' € L(H) un opérateur unitaire. On considere

on(V) = i (1—%)%

k=—n

ainsi que le polynome trigonométrique
einG -1

n—1
0\ k0 __
Que”) = 3o = -
k=0

(a) Montrer que o, (V) est autoadjoint.
(b) Montrer que

(oulV ot ) = [ Qu(V )l

En déduire que 0,(V) est positif.
(c) En déduire que lorsque 1 n’est pas dans le spectre de V

1
(on(Vu,u) = O(E)
6. Soit f € A, montrer la formule
)y = Tim = [ f@) ol U ) df
n—oo 27

7. Déduire des questions 5 et 6 que si f est a valeurs positives alors ( f(U)u, u) >
0, puis que f — (f(U)u,u) est donnée par une mesure borélienne positive
Huu

U@ = [ )

1. Ce qui prouve que C'S

per

(R) 3 f = (f(U)u,u) est une distribution.
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8. Déduire des questions 5 et 6 que lorsque le support de la fonction 6 +— f(e')
est dans un voisinage suffisamment petit de 6y € [—7, 7] tel que e ¢ o(U)
alors

(f(U)u,u) =0.
9. Quelles sont les propriétés de la mesure i, ,, ?
10. Un exemple : Soit H = (*(Z) et U l'opérateur de décalage

Ulcn)nez = (Cnt1)nez-
(a) Montrer que U est unitaire.
(b) Déterminer o,(U).
(¢) On considere I'isométrie

®: H— L*([—7,7)

¢ = (Ch)nez — u= Z c, e
nez
olt L*([—m,7]) est muni du produit scalaire
| —

u(f)v(0)dé.

2 ),

Calculer ®U® .
(d) En déduire une formule pour la mesure spectrale p. ..

Exercice 2. Soit (A, D(A)) un opérateur autoadjoint. Il s’agit dans cet exercice
de donner une caractérisation alternative de son spectre. On note

5(A) = {) € R: 3(uy)nen suite de D(A)
telle que Vn € N [|lu,|| = 1 et lim(A — A)u,, = 0}.
On veut montrer que o(A) = 5(A).
1. Montrer que R\ 0(A) C R\ 6(A).
2. Montrer que o,(A) C 6(A).
3. Soit A € o.(A).
(a) Supposons que v = lim(A — A)u, ol (u,),en st une suite bornée. de

D(A). D’apres le théoreme de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite

(Uyp(n))nen qui converge faiblement vers un v € H, c’est-a-dire que pour
tout w e H

lim (), w) = (u, w).
Montrer que v = (A — \)u.
(b) En déduire que si v € H \ ran(A — \) alors il existe une suite (uy,)nen
de D(A) telle que lim ||u,|| = oo et v = lim(A — \)u,,.
(¢) Montrer que A € 6(A).
4. Que peut-on dire du spectre résiduel de A? Conclure.



