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Exercice 1. Soit H un espace de Hilbert et soit U ∈ L(H) un opérateur unitaire,
i.e. un endomorphisme U : H → H tel que

U∗U = UU∗ = Id .

Le but de cet exercice est de redémontrer l’existence d’une mesure spectrale avec
une autre méthode que celle du cours. Pour une fonction [−π, π] ∋ θ 7→ f(eiθ)
qui est dans L1([−π, π]), on note

ck(f) =
1

2π

∫ π

−π

f(eit) dt

ses coefficients de Fourier, et on note A l’algèbre des fonctions [−π, π] ∋ θ 7→
f(eiθ) qui sont dans L1([−π, π]) et telles que

∞∑
k=−∞

|ck(f)| < ∞.

1. Pour f ∈ A, on pose

f(U) =
∑
k∈Z

ck(f)U
k.

Montrer que la série de droite converge et que cette série définit une appli-
cation linéaire continue f(U) ∈ L(H) de norme

∥f(U)∥ ≤
∑
k∈Z

|ck(f)|.

Vérifier que pour tout polynôme P (z) =
∑n

k=0 ckz
k ∈ C[u], on a

P (U) =
n∑

k=0

ckU
k.
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2. Montrer de plus que lorsque f ∈ C2
per(R) est une fonction périodique de

période 2π de classe C2 alors 1

|⟨f(U)u, u⟩| ≤
(
sup |f |+ 2

( ∞∑
n=1

1

n2

)
sup |f ′′|

)
∥u∥2.

3. Montrer que pour tous f, g ∈ A
f(U)∗ = f̄(U), (fg)(U) = f(U)g(U).

4. Soit f ∈ A, montrer que

f(U) = lim
n→∞

n∑
k=−n

ck(f)

(
1− |k|

n

)
Uk.

5. Soit V ∈ L(H) un opérateur unitaire. On considère

σn(V ) =
n∑

k=−n

(
1− |k|

n

)
V k

ainsi que le polynôme trigonométrique

Qn(e
iθ) =

n−1∑
k=0

eikθ =
einθ − 1

eiθ − 1
.

(a) Montrer que σn(V ) est autoadjoint.

(b) Montrer que

⟨σn(V )u, u⟩ = 1

n
∥Qn(V )u∥2.

En déduire que σn(V ) est positif.

(c) En déduire que lorsque 1 n’est pas dans le spectre de V

⟨σn(V )u, u⟩ = O
(
1

n

)
.

6. Soit f ∈ A, montrer la formule

⟨f(U)u, u⟩ = lim
n→∞

1

2π

∫ π

−π

f(eiθ)⟨σn(e
−iθU)u, u⟩ dθ.

7. Déduire des questions 5 et 6 que si f est à valeurs positives alors ⟨f(U)u, u⟩ ≥
0, puis que f 7→ ⟨f(U)u, u⟩ est donnée par une mesure borélienne positive
µu,u

⟨f(U)u, u⟩ =
∫
[−π,π]

f(eiθ) dµu,u(θ).

1. Ce qui prouve que C∞
per(R) ∋ f → ⟨f(U)u, u⟩ est une distribution.
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8. Déduire des questions 5 et 6 que lorsque le support de la fonction θ 7→ f(eiθ)
est dans un voisinage suffisamment petit de θ0 ∈ [−π, π] tel que eiθ0 /∈ σ(U)
alors

⟨f(U)u, u⟩ = 0.

9. Quelles sont les propriétés de la mesure µu,u ?

10. Un exemple : Soit H = ℓ2(Z) et U l’opérateur de décalage

U(cn)n∈Z = (cn+1)n∈Z.

(a) Montrer que U est unitaire.

(b) Déterminer σp(U).

(c) On considère l’isométrie

Φ : H → L2([−π, π])

c = (cn)n∈Z 7→ u =
∑
n∈Z

cne
inθ

où L2([−π, π]) est muni du produit scalaire

1

2π

∫ π

−π

u(θ)v(θ) dθ.

Calculer ΦUΦ−1.

(d) En déduire une formule pour la mesure spectrale µc,c.

Exercice 2. Soit (A,D(A)) un opérateur autoadjoint. Il s’agit dans cet exercice
de donner une caractérisation alternative de son spectre. On note

σ̃(A) =
{
λ ∈ R : ∃(un)n∈N suite de D(A)

telle que ∀n ∈ N ∥un∥ = 1 et lim(A− λ)un = 0
}
.

On veut montrer que σ(A) = σ̃(A).

1. Montrer que R \ σ(A) ⊂ R \ σ̃(A).
2. Montrer que σp(A) ⊂ σ̃(A).

3. Soit λ ∈ σc(A).

(a) Supposons que v = lim(A − λ)un où (un)n∈N est une suite bornée. de
D(A). D’après le théorème de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite
(uφ(n))n∈N qui converge faiblement vers un u ∈ H, c’est-à-dire que pour
tout w ∈ H

lim⟨uφ(n), w⟩ = ⟨u,w⟩.
Montrer que v = (A− λ)u.

(b) En déduire que si v ∈ H \ ran(A− λ) alors il existe une suite (un)n∈N
de D(A) telle que lim ∥un∥ = ∞ et v = lim(A− λ)un.

(c) Montrer que λ ∈ σ̃(A).

4. Que peut-on dire du spectre résiduel de A ? Conclure.


