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1. SPECTRE ™

1.1. Opérateurs non bornés. Comme le cours est consacré a la théorie spec-
trale, on s’intéresse uniquement aux endomorphismes, que ’on désignera aussi
sous le terme opérateur. Il est possible évidemment de développer une théorie
des applications non bornés entre espaces de Banach distincts.

On se place dans un espace de Banach (B, || - ||) et on note £(B) l'espace
vectoriel des endomorphismes continus.

Définition 1.1. Un opérateur non borné est la donnée d’un couple (A, D(A))
constitué d’un sous-espace vectoriel D(A) C B de B et d’une application linéaire

A:D(A) — B.
Le graphe d’un opérateur non borné (A, D(A)) est 'ensemble

I'(A) = {(u,Au) :u e D(A)} C Bx B

son noyau est ’espace vectoriel
ker A= {u € D(A): Au=0} = m(I'(A) N B x {0})

et son image

ran A = {Au:u € D(A)} = m(T'(A))
ou m; : B x B — B désigne la projection sur le premier ou second facteur.
Exemple 1.2.

1. On peut définir le laplacien sur R" de la maniere suivante : D(A) =
H*R") ={ueL?: (1+|¢{*)ue L?} et Au=—F '(|¢|*Fu) ou F est la
transformée de Fourier. Si u est dans la classe de Schwartz Au = Au.

2. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné injectif (i.e. ker A = {0}) alors on
peut définit un inverse AT de domaine

D(A") =ran A
pour lequel on a

AT(Au) =u, ue D(A), A(AWw)=v, ve D(A") =ranA.
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En particulier, le laplacien défini précédemment est injectif (car Au =
—[€]?%) , et on peut donc définir AT sur le domaine

D(AT) =ran A = {v e L*(R") : |¢| % € L*(R")}.

Définition 1.3. On dit qu’un opérateur non borné est fermé si son graphe
['(A) est fermé. On dit qu’un opérateur non borné est défini de maniére dense
st son domaine est dense dans [’espace.

Remarque 1.4. D’apres le théoreme du graphe fermé, si A € L(B) est un
opérateur continu alors son graphe est fermé. Le caractere fermé est une notion
plus faible que la continuité, qui s’en rapproche. Un opérateur (A, D(A)) est
fermé si et seulement si son domaine D(A) muni de la norme du graphe

lulla = Vl[ul® + [ Aull?

est un espace complet.

Remarque 1.5. Le domaine de définition d’un opérateur non borné qui est
fermé, défini de maniere dense et continu sur son domaine est en fait I'espace
tout entier et A € L(B) est un opérateur borné. En effet la continuité de A
sur D(A) permet de dire que la norme du graphe || - |4 et la norme de départ
| - || sont équivalentes sur D(A). Le caractere fermé de A implique alors que le
domaine est complet donc fermé (pour la norme du graphe donc pour la norme
de départ) et la densité du domaine permet de conclure

D(A)=D(A) = B.
Lemme 1.6. Le noyau d’un opérateur non borné fermé est fermé.

Démonstration. Soit (uy)ren une suite de ker A qui converge vers u € B. Alors
la suite ((ug,0))gen est une suite du graphe I'(A) qui converge vers (u,0) et
comme le graphe est fermé (u,0) € T'(A) ce qui implique u € D(A) et 0 = Au
et par conséquent u € ker A. ]

Définition 1.7. Soient (A, D(A)) et (B,D(B)) deuz opérateurs non bornés,
on définit la relation d’ordre suivante
ACB<T(A) cI'(B)
ce qui équivaut au fait que B est un prolongement de A
D(A) € D(B), Blpa) = Alp(a)-

Définition 1.8. On dit qu’un opérateur non borné (A, D(A)) est fermable
lorsque l'adhérence de son graphe est le graphe d’un opérateur (A, D(A)). Dans
ce cas A est appelé la fermeture de A. Il est clair que A C A, et de plus A est

la plus petite extension ferméeﬂ de A.
Lemme 1.9. Un opérateur non borné est fermable si et seulement si
I'(4) N ({0} x B) ={(0,0)}.

1. En effet, il est clair que A est fermé et si A est une extension fermée de A alors T'(A) =
['(A) DT(A) =T(A) et donc A C A.




Démonstration. Si A est fermable alors
T'(A)N ({0} x B) =T(A) N ({0} x B) = {(0,0)}.

Réciproquement si I'(A) N ({0} x B) = {(0,0)} alors si
(u,v) eI'(A) et (u,0)€I'(A)

on en déduit

(0,v—10) eI'(A)

et ainsi v = U, ce qui signifie que I'(A) est un graphe. O

Définition 1.10. La transposée d’un opérateur non borné (A, D(A)) de do-
maine dense dans B est un opérateur non borné (*A, D(*A)) de B’ de domaine

D(*A) = {¢ € B': 3C > 0 tel que |¢(Au)| < C||u|| pour tout u € D(A)}
et défini par
"Alp) =poAde B
lorsque ¢ € D(*A).
Le fait que le domaine D(A) de A est dense permet de prolonger de maniere
unique la forme linéaire o A a priori définie sur le domaine de A en une forme
linéaire sur B. Si le domaine n’est pas dense, on peut utiliser le théoréeme de

Hahn-Banach pour prolonger cette forme mais le prolongement n’est pas unique
et la transposée ne peut étre définie sans ambigiiité.

Remarque 1.11. On rappelle qu’il existe une injection de I’espace de départ
dans le bidual via le morphisme canonique

J:B— B
u— J(u) =0y
ol §, : B" — C est lapplication d’évaluation. Le morphisme J est injectif car
si
¢(u) =0, VpeB
alors u = 0 par le théoreme de Hahn-Banach. C’est méme une isométrie. Les
espaces réflexifs sont ceux pour lesquels J est un isomorphisme. Si B est un es-

pace réflexif, on peut donc identifier B” et B via I'isomorphisme J, et considérer
t . .
(*A) comme un opérateur non borné sur l'espace B.

Lorsque I'espace B est un espace de Hilbert, le théoreme de représentation de
Riesz permet d’identifier B’ et B. Pour tout ¢ € B’ il existe un vecteur v € B
tel que

p(u) = (u,v).
Par conséquent, on a pour tout ¢ € D(*A) et tout u € B
FA(p)(u) = p(Au) = (Au,v)
et I’on voit que si 'on peut définir un adjoint A* de A vérifiant
(Au,v) = (u, A*v), ue€ D(A),ve D(A")
alors

"A()(u) = (u, A™)
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et le vecteur A*v € B représente la forme *A(p) € B*. Il est donc utile de
pouvoir définir un adjoint lorsque 'on dispose d’une structure hilbertienne.

Définition 1.12. L’adjoint d’un opérateur non borné (A, D(A)) densément
défini sur un espace de Hilbert H est l'opérateur non borné (A*, D(A*)) de
domaine

D(A*) ={v € H:3C >0 tel que |(Au,v)| < C|v|| pour tout u € D(A)}
et vérifiant
(Au,v) = (u, A")

pour tout u € D(A) et tout v € D(A*). On dit qu’un opérateur non borné est
autoadjoint si

D(A*)=D(A4), A*=A
et antiadjoint si
D(A*)=D(A4), A"=-A.
On dit qu’il est symétrique si
AcC A

Voyons pourquoi un tel opérateur existe. Le domaine D(A*) ainsi défini est
un sous-espace vectoriel de H. Lorsque v € D(A*), la forme linéaire D(A) >
u > (Au,v) est continue, et peut étre prolongée de manieére unique a H. Par
le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique vecteur A*v qui
représente cette forme linéaire

(Au,v) = (u, A*v).
Il est aisé de vérifier que 'application v — A*v est linéaire sur D(A*).
Proposition 1.13. L’adjoint d’un opérateur non borné densément défini est

fermé. L’adjoint d’un opérateur est défini de maniére dense si et seulement si
A est fermable. En outre, si A est fermable alors on a

(A*)* = A.
Démonstration. On munit B X B du produit scalaire

((u,v), (@, 0)) = (u, @) + (v, 0)
on introduit l'isométrie S : B x B — B x B donnée par
S(u,v) = (—v,u)
et on constate que
[(A%) = S(L(A)*" = S(T(A)")
Comme l'orthogonal d’un sous-espace est toutjours fermé, cela montre que A*

est fermé.
Comme S oS = —Idg«p, on a également

D(A) = S(T(4")

et en prenant I'orthogonal

T(A) = S(D(A*))*.
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Soit A un opérateur fermable alors montrons que D(A*)+ = {0}. Soit v €
D(A*)* alors

(v,A*u) =0, wue D(AY)
on en déduit

(v,0) € (S(I(A%)= =T(4)
et donc v = 0. En outre, comme D(A*) est dense, on peut considérer I’adjoint
de A* et on a

[(A) = S(I(A%)= =T ((4")").

ce qui implique A = (A*)*. Réciproquement si 1’adjoint de A est densément
défini alors

(v,0) € T(4) = S(T(A%))*
implique que v € D(A*)* et donc v = 0. O
Lemme 1.14. Soit (A, D(A)) un oérateur non borné densément défini alors
ker A* = (ran A)*.
Démonstration. Soit u € ker A* alors pour tout v € D(A)

(u, Av) = (A*u,v) =0
et réciproquement si u € (ran A)* alors on a pour tout v € D(A)
(u, Av) =0
ce qui implique que u € D(A*) et par suite
(A*u,v) = (u, Av) =0

pour tout v € D(A) et comme le domaine est dense, on a finalement A*u =
0. U

Remarque 1.15. En particulier, si I’adjoint de A est injectif alors 'image de
A est dense dans H.

1.2. Définition du spectre et résolvente.

Définition 1.16. L’ensemble résolvant d’un opérateur non borné (A, D(A)) est
lensemble o(A) des valeurs A € C telles que (A—X) : D(A) — B est inversible
d’inverse continu
Ra(N) = (A—=X)"':B = D(A).
Lorsqu’elle existe, Ra(\) est appelée la résolvante de A.
Le spectre est le complémentaire de [’ensemble résolvant

o(A)=C\ o(A).
Remarque 1.17. Si 'opérateur A n’est pas fermé alors le spectre est le plan
complexe
o(A) =C.
La théorie spectral n’a donc un intérét que pour les opérateurs fermés. En effet
si 'ensemble résolvant n’est pas vide alors le fait que (A — \)~! existe implique
que
D(A=N)=0C(A=N"Y), 0(uv) = (v,u)
et comme (A — \)~! est continue, son graphe est fermé et donc le graphe de
(A —)) est fermé. Il est facile d’en déduire que le graphe de A est fermé.
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Remarque 1.18. Notons que si (A, D(A)) est fermé et si (A — \) est bijectif
alors

T((A=AN)"1 =0(T(A-N)
est fermé et d’apres le théoréme du graphe fermé, la réciproque (A — \)~! est

continue. Il n’est donc pas nécessaire de vérifier la continuité de la réciproque
pour vérifier si un nombre est dans ’ensemble résolvant.

L’identité de la résolvante est la suivante : pour tous A\, u € o(A)
Ra(\) = Ra() = Ra((A — ) Ra().
Elle provient de I'identité
(A—p) = (A=A =A—p
a laquelle on applique les résolvantes R4 (\) et Ra(u).

Lemme 1.19. Le spectre o(A) est un ensemble fermé de C. Lorsque A € L(B),
c’est un compact non vide contenu dans le disque de rayon || A||

a(4) € D(0, || A]).

Démonstration. Montrons que o(A) est ouvert : soit A\g € p(A) alors on a pour
tout A € C

A=X=A-2— (A=) =(A=X)I— (A=) (A= X))
Or (A — o)~ ! est continue donc pour tout A € C vérifiant
A= ol < [I(A = Xo)7HI™

on peut inverser I — (A — \g) 1(\ — \g) par série de Neumann

[e.9]

T+ (A=20) " (A=20) " =D (A= 2) (A= o)
k=0
ce qui donne
(1.1) i A=) P = No)F
k=0

et par conséquent

D (Mo, [[(A=2x0) " 71) € o(A).
Soit maintenant A € L(B) alors pour tout A € C tel que |A| > ||A] on peut
inverser

A—A=-\NI-)\"14)

par série de Neumann

(A— )\)—1 _ _Z)\—k—lAk
k=0

ce qui implique
a(A) c D(0,[|A]])

et donc que o(A) est compact.



Supposons que le spectre soit vide alors on considere la fonction suivante
f:C—-0C
A= (A=)t

ou u € B et ¢ € B'. Montrons que cette fonction est entiere. Soit \g € C alors
d’apres la premiere partie de la preuve [I.]]

FO) = (A= 20)"" 1) (A = o)

k=0
pour tout A € D(Ag, |[(A—Xo) Y| 71). De plus, cette fonction est bornée puisque
pour tout A € C tel que [A| > 2||A4||, on a

1

A_Afl < )\fkflAk:
A= 2)71 < SN A = =

k=0

et par conséquent
FO < o ellmlluls < - llellzlul
S o el v B S o Ilel B U] B-
14 4]

Une fonction entiere et bornée est, d’apres le théoreme de Liouville, constante ;
on a donc

(A= X)) = p(AM)
pour tout ¢ € B’ et tout v € B. Ceci implique
(A=N)"lu=A"1y
pour tout A € C et tout u € B, et par conséquent
Au = Au — lu
pour tout u € B et tout A € C ce qui est absurde. O

Exemple 1.20. Voici un exemple d’opérateur (non borné) dont le spectre est
vide et un exemple dont le spectre est plein. L’espace ambiant est H = L?([0, 1])
et
1d
A=-—.
¢ dw
1. D(A) = H'(]0,1[) N {u € C°([0,1]) : w(0) = 0} : dans ce cas, le spectre
est vide. En effet soit A € C alors pour tout f € L*([0,1])

u=(A-Nf =i [P )
0
Vérifions que le terme de droite est bien une fonction L?

/

2
dz < || f|I”

/0 A f(y) dy




par Cauchy-Schwarz. De plus sa dérivée faible est —if — Au € L? car pour
tout ¢ € C§°(]0, 1)

1 z 1 1
/O () / A () dy da = / 0 / ¥ (z) dr dy

0 0 1 .
= - / FW)e(y) dy — i / e =) f(y) dy
0 0

par Fubini et par une intégration par parties. C’est donc une fonction H'!
et continue (par le théoréme de convergence de Lebesgue) et u(0) = 0.
Enfin, on a

(AN A=Nf =i [F A7) - Arw)dy
2. D(A) = H'([0,1]) alors pour tout A € C
A(ei)\:c) — )\ei)\:c_

On remarque en particulier que le spectre dépend du domaine choisi. Ces deux
opérateurs sont fermés . En effet, si la suite ((up, —iug))pen converge dans
L? x L2([0,1]) vers (u,v) alors on a pour tout ¢ € C*°(]0, 1[)

1 1 1 1
/ up' dor = 1im/ upy do = — lim/ uppdr = —i/ vpdx
0 0 0 0

ce qui implique que v est la dérivée faible de u, donc que v € H'([0,1]) et
—iu’ = v. Dans le premier exemple, on a de plus

w=limu, = lim/ up(y) dy = / u'(y) dy
0 0

et ainsi u est continue et u(0) = 0. Enfin, dans les deux cas, 'opérateur est
symétrique A C A* mais non-autoadjoint.

Exemple 1.21.

1. Le laplacien sur R™ défini en [1.2| a pour spectre
oc(A)=R_.

En effet, soit A € C\ R_, on peut définir

e o
BN f=F <|s|2+A>

car on a la majoration

‘ f(©) ‘ F(©)P < ] Beap
2 — 2 2 2 —
€12+ A (I€]2 + Re A)?2 + (Im \) I£(9)] GA¢R
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Réciproquement, si A € R* alors montrons que ran(A — \) ¢ L*(R").
Soit x € C§°(R"™) une fonction positive radiale qui vaut 1 au voisinage de
r =[] = V—A, si x était dans I'image de A — X alors x

/OO ’X(T’)|2 Tn—l dr = 0o
0 (r+H V=N —VA)

2. Dans L?([—m,7]), on considere I'opérateur défini par

D(A) = {ue L*([-m 7)) : Y k*ex(w)]* < oo},
keZ

Au = — Z k2cp,(u)e™ e
keZ

o (ck(u))kez désigne la famille des coefficients de Fourier de u. Notons
que si u € C?.(R) alors Au = u”. Le spectre de A est

o(Ad)={-k*:keN}.

En effet, on a

A(ezkw) — _kQGik‘z
et réciproquement si A € C n’est pas I'opposé d’un carré d’un entier alors
-1 ck(f) ik
keZ

qui est bien défini car
K2+ A = (k] + V=N [[k] = V=X = V=X{V=A} >0
ou { -} désigne la partie fractionnaire.
1.3. Spectre ponctuel, résiduel et continu.

Définition 1.22. On peut décomposer le spectre d’un opérateur non borné
(A,D(A)) en trois sous-ensembles

0(A) = 0p(A) Uores(A) Uoc(A)

Le spectre ponctuel op(A) est l'ensemble des valeurs propres de A, c’est-a-
dire l'ensemble des valeurs A € C pour lesquelles A — X\ n’est pas injectif (ou
de maniére équivalente pour lesquelles ker(A — X) n’est pas réduit a [’espace
vectoriel nul).

Le spectre résiduel oyes(A) est 'ensemble des valeurs A € C telles que ran(A—
A) n’est pas dense dans B

ran(A —\) € B.
Le spectre continu o.(A) est le complémentaire dans le spectre de la réunion
du spectre ponctuel et résiduel

0c(A) = (A) \ (0p(A) U ores(A)).

C’est donc l’ensemble des valeurs A € C telles que A— X est injectif, non surjetif
et d’image dense
ran(A — \) Cran(A — \) = B.
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Remarque 1.23. Si A est un opérateur fermé, lorsque A ¢ o,(A), en suivant la
remarque on peut définir un opérateur non borné (A—\)' fermé de domaine
D((A—\)T) =ran(A — \) et d'image ran(A — \)T = D(A). Si A € 0.(A) alors
(A—X)T est & domaine dense, fermé mais ne peut étre continu (sinon ce serait un
opérateur borné d’apres la remarque et A ne serait pas dans le spectre). En
particulier, il existe une suite (v )ren qui tend vers 0 telle que uy, = (A — X)fuy
ne tend pas vers 0; quitte a extraire et & normaliser, on peut supposer que
|lun|| = 1 et la suite (v = (A — N)ug)ken tend vers 0.

Remarque 1.24. Il est clair que (A — \)* = A* — )\; le seul point & vérifier

est D((A—X\)*) = D(A*) qui découle facilement d’inégalités triangulaires et de

Cauchy-Schwarz. D’apres le lemme si A est un opérateur densément défini
ker(A* — \) # {0}

et donc A est dans le spectre résiduel si et seulement si A est une valeur propre

de A*. En particulier si A est autoadjoint alors

Ores(A) = @
et par conséquent
o(A) = op(A) Uoc(A).
Exemple 1.25. Pour le laplacien sur L?(R ) on a

o(A) =0c(A) =

On a montré que o(A) = R_ et comme crp(A) = @ et A est autoadjoint, on en
tire que le spectre ne peut qu’étre continu. Notons qu’il est facile de montrer
que ran(A — \) est dense dans L?(R™) pour A € R_; si f € L2(R") il suffit de
considérer la fonction

=(A—-X—ig)'f
pour laquelle
— (A= Nue|? = 2m) - )’ d
I = (&= el = )" [ e P ae
<1

a une limite nulle lorsque ¢ tend vers 0 par convergence dominée.

Lemme 1.26. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné fermé de domaine dense
dont l'adjoint est injectif et qui vérifie

2
[(Au, u)| = Cf|ull
pour tout u € D(A) alors A est inversible et sa réciproque A~ est bornée.
Démonstration. Le noyau de A est clairement trivial. En outre, on a
ran A = (ker A*)t = H

Montrons que ran A est fermé : soit (Auy)ren une suite de ran A qui converge
Vers v, comme on a

1
|ug — el < 5||AUk — Auy|
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la suite (ug)ren est de Cauchy et converge donc vers v € H. La suite ((ug, Aug)ken
converge alors vers (u,v) et comme A est un opérateur fermé, on en tire
u € D(A) et v = Au. Ce qui prouve que ran A est fermé

ranA =ran A = H.

Ainsi A est inversible et comme le graphe de A~! est fermé, la réciproque est
continue. 1

Lemme 1.27. Soit A un opérateur autoadjoint alors
o(A) C R.
Démonstration. Soit A € C\ R, comme A est autoadjoint
(Au,u) € R
pour tout u € D(A) et ainsi on a 'estimation
(A = N, )] = [Tm{(A — A, )] = | Tm A [l

Or (A—\)* = A* — )\ est également injectif. D’apres le lemme précédent, A — X
est inversible et donc \ € g(A). O

Lemme 1.28. Soit A un opérateur symétrique, alors A est autoadjoint si et
seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée

(1) A est fermé et ker(A* £1i) = {0},
(i7) ran(A+1i) = H.

Démonstration. Si A est autoadjoint alors A est fermé et o(A) C R ainsi
ker(A* £1i) = ker(A £14) = {0}. Si A est symétrique alors

(Au,u) € R
et par conséquent, on a
(A £ 0w, u)| > [ Tm((A £ i)u, u)| = [Jul®.
Comme A est fermé, le lemme implique que
ran(A+i) = H.

Finalement, montrons que ran(A + i) = H implique D(A*) C D(A). Soit u €
D(A*), comme (A* +i)u € H =ran(A + i) il existe v € D(A) tel que

(A* 4+ )u = (A +1i)v.
Comme A est symétrique (A +i)v = (A* 4+ i)v et on en tire
u—v € ker(A 4 i) = ran(A* — i)t

Or A C A* implique

ran(A — i) C ran(A* — 1)
et ainsi H = ran(A* — i), ce qui permet de conclure

u—v € ran(A* — i)t = {0}

soit u =v € D(A). O
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Lemme 1.29. Soit A un opérateur autoadjoint. Supposons qu’il existe une suite
de (Ar)ken de réels et un base hilbertienne (Vg )ren de H tels que

Ap = Ay,

alors le spectre est donnée par la suite (A\p)ren et ses valeurs d’adhérence
A) = vk e,
Démonstration. On a par définition
{Xe : k€ N} Cop(A) Co(A)
et comme le spectre est fermé
DwiheN C o(4

Inversement soit A € R\ F avec F' = {)\k:k:—eN}, alors

d(\F) >0
et par conséquent, comme on a

on en tire que 'opérateur

= Nu Y (k= A){u, )
k=0

est inversible d’inverse

VENERS )\kl—)\<u’ D)
k=0

qui est continu puisque

(4= N tul? = ZM el <

Ainsi a-t-on F' C o(A). O

‘N ulf?

~ PO\F)

2. THEOREME SPECTRAL POUR LES OPERATEURS BORNES
1. Opérateurs compacts.

Définition 2.1. Un endomorphisme A : B — B sur un espace de Banach est
dit compact si l'image de tout ensemble borné par A est relativement compacte,
i.€.

A(B(0,1))  est compact.
Autrement dit de toute suite (Aug)ren telle que (ug)ren est bornée on peut
extraire une sous-suite convergente (Au@(k))keN vers v € B.

Proposition 2.2. L’ensemble K(B) des opérateurs compacts sur un espace
de Banach B est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace vectoriel L(B) des
applications continues sur B. C’est de plus un idéal bilatére de l’algébre L(B).

Démonstration. OJ
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Théoréme 2.3. Soit A un opérateur compact sur un espace de Banach de
dimension infinie. Alors 0 est dans le spectre de A, et

a(A)\ {0} = a,(4) \ {0}

et cet ensemble est soit fini, soit une suite qui tend vers 0. En outre, lorsque
A€ o(A)\ {0} les espaces propres

ker(A — \)
sont de dimension finie.

Remarque 2.4. Le fait que A € C* ne puisse étre qu'une valeur propre signifie
que A — X est soit non-injectif soit bijectif, ce qui se rapproche de la situation
des matrices. On refere a ce fait comme étant ’alternative de Fredholm ; cette
alternative est valable pour des opérateurs plus généraux qu’une perturbation
compacte (d'un multiple) de 'identité, les opérateurs de Fredholm.

La démonstration de 'alternative requiert plusieurs lemmes.

Lemme 2.5. Un endomorsphime T € L(B) est d’image fermée si et seulement
s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout u € B

d(u,ker T') < C||Tul|.

Démonstration. Comme ker T est fermé, le quotient B = B /kerT est bien
défini. Muni de la norme
[a]] = d(u, ker T")
oll u est un représentant de 1, c’est un espace de Banach. On considere 1'iso-
morphisme
T:B—ranT
= Tu.

L’inégalité de I'énoncé du lemme prend la forme

lill < C|Tall, € B
ou encore

.

[T @) < Clloll, veB

ce qui équivaut & la continuité de T 1. Si 7! est continue alors T' est un
homéomorphisme et ran 7" est fermée. Réciproquement si ran 7" est fermée alors
T : B — ranT est un isomorphisme continue entre deux espaces de Banach et
par le théoreme de ’application ouverte, sa réciproque est continue. O

Lemme 2.6. Soit A un opérateur compact, alors pour tout X € C* [’espace
vectoriel ker(A — \) est de dimension finie et ’espace vectoriel ran(A — \) est
fermé.

Démonstration. En effet, la boule fermée unité

B(0,1) nker(A — \)
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du sous-espace ker(A — \) est compacte, puisque d’une suite (uy)nen de ker(A—
A) avec [|ug | < 1 on peut extraire une sous-suite telle que (Aug ) )ren converge
vers v € B et on a alors

1
limugg) = " lim Aug, ) = Y

ce qui prouve la compacité de la boule unité fermée de ker(A — \). D’apres le
théoreme de Riesz, cet espace vectoriel est de dimension finie.

D’apres le lemme qui précede, pour montrer que I'image ran(A—\) est fermée,
il suffit de montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout v € B on a

d(u,ker(A— X)) < C|(A = Nul.

Raisonnons par 1’absurde : supposons qu’il existe une suite (ug)gen telle que

d(ug,ker(A—X)) =1 et |[(A—Nug| < Pl

et par conséquent, il existe vg € ker(A — \) tel que
1< JJug — gl <2

ainsi en posant wy = (up — vg)/||ux — vi| a-t-on

1
=1 A—X < —
ol = 1, A=Vl < gy
On peut extraire une sous-suite de telle sorte que (Aw,x))reN converge vers z.
On obtient alors que
1
Woky = =3 (A = Nwyr) — Awg))

converge vers z/A. En passant a la limite dans

d(wey(r), ker(A — N)) = Md(uw(m,ker(zﬁl - ) > %
on obtient
d(z/2, ker(A — ) > %
tandis que [|(A — Nw,m) || < 1/¢(k) + 1 implique
z/X € ker(A —))
une contradiction. O

Rappelons le lemme de Riesz qui est la pierre angulaire du théorerme de Riesz
sur la non compacité de la boule unité fermée dans les espaces de dimension
infinie.

Lemme 2.7 (Riesz). Dans un espace vectoriel B normé non trivial, soit un
sous-espace vectoriel fermé strict F' C B alors pour tout 6 €]0,1] il existe un
vecteur u € B tel que

d(u, F) 20, |lul =1.
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Démonstration. Dans le cas ou B = H est un espace de Hilbert, le lemme est
trivial puisqu’il suffit de choisir « € F* unitaire. Avec ce choix on a
d(u, F) = |lul| =1 = 6.
Dans le cas général, on choisit un vecteur v € B \ F et comme

d@émzd(v,F)>0

il existe un vecteur fy € F tel que

d(v, F
o — soll < 2250,
On choisit le vecteur unitaire
yo v Jo
[lv = foll
pour lequel on a
1 0
u—fll > 57— llv— (o= llv=follf)|| = d(v,F) =190
u= 12 p=ger b= (o = o~ Dl 2 gy lo. P)
€F
ce qui démontre le lemme de Riesz. U

Lemme 2.8. Les suites de sous-espaces vectoriels (ker(A—\)F)ren et (ran(A—
M) een stationnent.

Démonstration. Remarquons que les sous-espaces vectoriels ker(A—\)* et ran(A—
A)* sont fermés; le second car

k
(=t =3 (M) npiar -
j=1

compact eC*

et on peut appliquer le lemme Si la suite (Fj, = ran(A — \)¥)gen est stric-
tement décroissante, par le lemme de Riesz dans F}y, 2 Fjy1, on peut construire
une suite (ug)gen de vecteurs unitaires de Fj, tels que

1
d(ug, Frq1) > 3

Notons que
(A= XN)(Fk) C Fq1.
On a alors

| Augr1 — Aug|| = |A|

= 5 Ot + (4= e = )| 2

€Fk 11

ce qui contredit le fait que (Aug)ren a une valeur d’adhérence.

Si la suite (Fy = ker(A — A\)¥)ren est strictement croissante, par le lemme
de Riesz dans Fj11 2 Fj, on peut construire une suite (ug)pen de vecteurs
unitaires de Fj1 tels que

_
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Notons que
(A= N)(Fi41) C Fy.

On a alors
1 Al
|Aug1 — Aug|l = [A] |jur — X()‘uk—&-l + (A = N (ur — urg1)))|| = 5 > 0
€Fy
ce qui contredit le fait que (Aug)ren a une valeur d’adhérence. ]

Lemme 2.9. Soit T' un endomorphisme de B alors
— ker T?* = ker T* implique ker T* Nran T* = {0},
— ranT?f = ran T* implique B = ran T* + ker T*.
Ainsi lorsque ker T?F = ker T* et ranT?* = ranT* on a
B =ranTF @ ker T*.
Démonstration. Soit v € ker T¥ Nran T* alors v = T*(u) et on a
T (u) = 0.

Par conséquent, si ker T2 = ker T* alors u € ker T?*, ce qui implique v = 0.
Soit u € B, si ranT?* = ranT* alors il existe v € B tel que T%(u) = T?*(v) et
on a la décomposition

w=TFu)+ (u—T*v))
avec u — T*(v) € ker T¥, ce qui prouve B = ranT* + ker T*. O

Démonstration du théorémel2.3. Si 0 n’est pas dans le spectre de A alors A est
bijectif de réciproque A~! continue, I'image de la boule unité fermée par A est
donc fermée et
B(0,1) = A7H(A(B(0,1)))
est compacte comme image d’'un compact par une application continue. Ceci
implique par le théoreme de Riesz que I'espace est de dimension finie.
Soit A € C*, d’apres les deux derniers lemmes qui précedent, il existe k € N

tel que

B = ker(A — A\)* @ ran(A — \)*
si A€ C*\ op(A) alors

B =ran(A — \)* =ran(A — \)

ce qui implique A est dans I’ensemble résolvant.
Montrons que A € op,(A) \ {0} est isolé dans o(A). Il existe k € N tel que

B =ker(A — \)* @ ran(4 — \)*
et la restriction
M = (A= XN)|jer(a_ny : ker(A — A)F — ker(A — A)F

est un endomorphisme sur un sous-espace vectoriel de dimension finie, qui admet
0 pour valeur propre. En dimension finie, les valeurs propres sont isolées, donc
M — ¢ est inversilbe avec € € C* de module |e| assez petit. De plus, la restriction

T = (A= XNlana—xy : ran(4 — N = ran(A — A)F
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est inversible car T est surjectif
ranT = ran(A — \)*! = ran(4 — \)F
et injectif
ker T = ker(A — ) Nran(A — A)* C ker(4 — \)* nran(4 — \)* = {0}

ce qui implique que T — ¢ est inversilbe avec € assez petit par inversion par série
de Neumann. On en tire que

A-XA—e=(M—-e)® (T —¢)
est inversible avec ¢ € C* de module |¢| assez petit. Finalement D(\, [g|) N
0(A) = @. Le caractere isolé des valeurs propres non nulles implique que
o(A)n[27™ 1]
est un ensemble fini, pour tout m € N et donc que o(A) \ {0} est soit un
ensemble fini, soit une suite qui converge vers 0. O

Théoréme 2.10. Soit A un opérateur compact autoadjoint sur un espace de
Hilbert. Alors il existe une base hilbertienne (v;)jes de vecteurs propres.

1l existe un sous-ensemble dénombrable N C J et une famille dénombrable
de réels (\j)jen de Uintervalle [—||Al], || A|] tels que

AI/J]' = >‘j¢jv jJEN
Ap;=0, jeJ\N
Si N =N est infini alors la suite (\j)jen tend vers 0.

Lemme 2.11. Soit A un opérateur compact autoadjoint sur un espace de Hil-
bert H alors ||Al| ou —||A| est valeur propre.

Démonstration. Montrons qu’il existe un vecteur v € H unitaire tel que

|4l = min f|Av] = [l Aufl

Soit (uk)keNn une suite minimisante de vecteurs unitaires,
[A|[ = Tim || Aug
comme A est compact, il existe une sous-suite (uy k) )ren tel que
v = lim Augy)
il en découle
JA] = lim | Augggy || = o]

En outre, comme

1A% — | APugl® = A% + AT = 20| A2 Aug |

< 2| AJl* — 2/| AJJ*[| Aug |1®

tend vers 0, on en tire
1

= ——
IA]

lim v,z =u

et de plus
1Al = [lAull et A%u=|A]*u.
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La derniere égalité implique
(A+[[A)(A = [[A])u = 0.

Si (A—||A||)u = 0 alors || A| est valeur propre (avec vecteur propre u), et si (A—
I|A|)u # 0 alors —|| A|| est valeur propre (avec vecteur propre (A — ||A|)u). O

Lemme 2.12. Soit A un opérateur autoadjoint et soient A\, € op,(A) deuz
valeurs propres distinctes alors

ker(A — \) L ker(A — p).
Démonstration. Cela découle de
Mu,v) = (Au,v) = (u, Av) = plu,v)
lorsque u € et v € ker(A — p). O

Démonstration du théoréme[2.10. Soit A un opérateur compact autoadjoint non
nul alors

@ # a(A)\ {0} C [ Al [[A]]]

et un ensemble dénombrable de valeurs propre de multiplicité
m(A\) = dimker(A — \) € N*.

On considere 'espace

F= B ker(4-\
A€o (A)\{0}
qui est clairement stable par A
A(F) C F.
C’est donc également le cas de F- puisque si u € F+ alors pour tout f € F
(Au, f) = (u, Af) =0

puisque Af € F'. On peut également construire une base hilbertienne (v;);cs

de
@ ker(A — \)
Aea(A)\{0}
constituée de vecteurs propres associés aux valeurs propres A; De plus, le lemme

[2.12 donne
ker A Cc F+

ce qui implique

@ ker(A—\) = F C ran A.
Aca(A)\{0}

On considere alors la restriction Ag = A|p de A a F L. Cest un opérateur
autoadjoint compact sur I'espace de Hilbert F-. Notons que

o(Ao) = {0}
D’apres le lemme [2.11] on a forcément

[ Aol =0
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et par conséquent Ag = 0 ce qui implique
ker A=F+, tanA=F

Finalement, on en tire
H=kerA® F

et lorsque ker A # {0}, il suffit de construire une base hilbertienne (v;);c, de
ker A pour compléter la base hilbertienne (1;);cn de F. O

Remarque 2.13. Si ker A = {0} alors 0 ¢ 0,(A), on en tire 0 € o.(A4). En
particulier, on a H = F et

@ ker(A—\) CranAC F =ran A = H.
A€ (A)\{0}

En outre, 'espace de Hilbert est séparable. Si ker A # {0} alors 0 € o,(A) et
o(A) = op(A).

Remarque 2.14. Si Py désigne la projection orthogonale sur ker(A — \) alors

A= Y AP

A€ap(A)\{0}

On peut se poser la question de savoir si un opérateur de la forme

A= i AiDj
§=0

oll (Aj)jen est une suite de C* qui tend vers 0, et ot P; sont des projecteurs
orthogonaux sur des sous-espaces vectoriels E; de dimension finie de H, est un
opérateur compact. C’est en effet le cas car

Am = f: AP
§=0

est un opérateur de rang fini donc compact, et
lim[|[A—A,| =0

donc A est compact car K(H) est fermé. En effet, soit u € H unitaire alors

] 2 o)
A= An)ul?= | Y NPl = S0 (2P Pul?
j=m+1 Jj=m+1
o0
< sup (NP0 I[Pl
jzm+l j=m+1
<ull?

de sorte que

A=A < sup |Aj
j>m+1

tend vers 0. Notons que le lemme [1.29) donne
o(A)={0}u{r:jeN}
et que I'on a par construction o,(A) = {); : j € N}.
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Bien que les résultats obtenus jusqu’a présent concernent les opérateurs
bornés, on peut les transférer & certains opérateurs non bornés.

Définition 2.15. On dit qu’un opérateur non borné (A, D(A) d’un espace de
Banach B est a résolvanteﬂ compacte s’il existe Ay € o(A) tel que la résolvante
Ra(Xo) : B — B soit compacte.

Pour un opérateur a résolvante compacte, o(A) # C et A est nécessairement
fermé. Si A est a résolvante compacte alors par l'identité de la résolvante

Ra(A) = (I+ (A = Xo)Ra(N)) Ra(Xo),

borné compact

toute autre résolvante pour \ € g(A) est compacte. En particulier, un opérateur
autoadjoint est a résolvante compacte si et seulement si (A+i)~! est compacte.

Remarque 2.16. Dans un espace de Banach de dimension infinie, un opérateur
borné ne peut pas étre a résolvante compacte car si B = D(A), 0 ne peut étre
dans le spectre de la résolvante. De plus, 0 ¢ o,(A) et si A est & domaine dense
D(A) € B alors 0 € 0.(Ra(Xo)). Si A n’est pas a domaine dense et D(A) C B
alors 0 € ored(A).

Lemme 2.17. Soit (A, D(A) un opérateur non borné, soit \g € p(A) alors en
considérant la résolvante Ra(Ao) : B — B comme un endomorphisme sur B
d’image contenu dans D(A), on a

A(RAG (0} = {525 s A e o)}
et

o(A) = {)\0 + % :x € o(Ra(o)) \ {0}}.

Démonstration. L’application
p:C\{\} = C"
1

A
W

est une bijection d’inverse
el C* = C\ {\}
1

A=A —
»—>0+)\

et les relations du lemme prennent la forme
(Ra(30)) \ {0} = ¢(0(4)), o(A) = = (o(Ra(N)) \ {0}):
il suffit donc de prouver la seconde. Or pour tous A € \{\o} on a
A-—A=A—- )+ X— A= (I—()\—)\Q)RA(/\()))(A—)\())

0= 20)(Raha) - 125 ) (4= )

2. On fait un léger abus puisque la résolvante est plutot une application de B dans D(A).
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et par conséquent également

(Ra00) = 325 ) = 52 (4= VRaC)

Ce qui prouve pour A € C\ {\o}
©(A) € (Ra(Mo)) & A€ 0(4)

et donc le lemme. OJ

De ce lemme et du théoréme [2.3] on en déduit le théoréme suivant.

Corollaire 2.18. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné a résolvante compacte
sur un espace de Banach alors le spectre de A est purement ponctuel

o(A) = op(A)

et c’est un sous-ensemble discret de C. En outre, les espaces propres correspon-
dants sont de dimension finie.

Si on se place dans un espace de Hilbert H et si on suppose de plus que A
est autoadjoint alors
o(A)=0p(A) CR
est discret ; il existe donc A\g € R\ 0(A) = RN p(A4), et la résolvante R4 (o) :
H — H est un opérateur compact autoadjoint a laquelle on peut appliquer le
théoreme pour en déduire le théoreme spectral suivant sur les opérateurs
autoadjoints a résolvante compacte.

Corollaire 2.19. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné a résolvante compacte
sur un espace de Hilbert de dimension infinie alors il existe une base hilbertienne
(Vr)keN de vecteurs propres, et une suite (A\g)geN de Téels qui n’a pas de valeurs
d’adhérence.

Remarque 2.20. Sous les hypotheses du corollaire, I’espace de Hilbert est
séparable. On a également
lim [\x| = o0
et si 'opérateur est borné inférieurement, i.e. il existe ¢ € R tel que
(Au,u) > clul?, u € D(A)
alors A\ > ¢ pour tout £ € N et lim A\ = oo.

2.2. Applications. A ce stade, on dispose déja d’un grand éventail d’applica-
tions pour des opérateurs compacts ou a résolvante compacte.

2.2.1. Le laplacien sur un domaine borné. Soit 2 C R"™ un ouvert borné lisse,
on se place dans I'espace de Hilbert H = L?(Q) des fonctions de carré intégrable,
et on considere le laplacien avec condition de Dirichlet

D(A)={ue Hy(Q) : Aue L*(Q)}, Au=—-Au, u€ D(A)

o Au est a comprendre au sens faible (ou au sens des distributions) pour une
fonction u € L?(1).

Proposition 2.21. L’opérateur A est autoadjoint positif.
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Démonstration. L’opérateur A est fermé car si la suite ((ug, Aug))reNn converge
vers (u,v) dans L2(Q) x L?(2) alors v = Au au sens des distributions, et donc
u € D(A) et v = Au. Une intégration par parties donne

—/Auﬂdx:/ |Vu|? dz
Q Q

pour tout u € C§°(Q). Lorsque u € D(A), comme C§°(€2) est dense dans H} ()
pour la norme du gradient, il existe une suite (uy)ren de fonctions de C§°(€2)
telle que

lim [Ju — ug|| + [[Vu — Vug|| =0

—/Auﬂkdxz/Vu~Vakda:
Q Q

en passant a la limite, on obtient
(Au,u) = |[Vul?.
Ceci implique que A est positif, et de plus par polarisation de cette égalité
(Au,v) = (Vu, Vv)
pour tous u,v € D(A), ce qui montrer que A est symétrique. Enfin, on a
((A+ Duyu) = [lul? + [|Vul]? u e D(A).

On en déduit que (A + 1) est surjectif; soit f € L2(f2) alors la forme linéaire
v+ (v, f) est continue sur H'(Q)g

(v, A NAN I < LAl -+ [TVol])
par le théoréme de représentation de Riesz, il existe u € H} () tel que
(v, f) = (Vv, Vu) + (v, u).

En se restreignant aux fonctions v € C5°(€2), on obtient que —Au = f —u €
L?(2) ce qui prouve que u € D(A) et

Au+u = f.
Soit u € D(A*), il existe v € D(A) tel que
Au+u=Av+v=A"v+v

et comme

ce qui implique (A* + 1)(u — v) = 0 et par conséquent
u—v € ker(A* +1) = ran(A + 1)+ = {0}
onau=uveD(A). O

Théoréme 2.22 (Rellich). Soit Q@ C R™ un ouvert lisse alors l'injection J de
HY(Q) dans L?(Q) est compacte.

La proposition donne également que —1 ¢ o(A) et ainsi,
(A+1)"':H - D) c HY(Q), J:H(Q) CL*Q)

et la résolvante Ra(—1) = (A+1)"toJ : H — H considérée comme un
opérateur de H dans H est compacte. Le théoreme spectral s’applique;
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il existe une suite de réels positifs (A\;)ren qui tend vers Uinfini, et une base
hilbertienne (¢)ren tels que

Ay, = Ny
Notons que 0 n’est pas valeur propre car
0= (Au,u) = ||[Vulf?

implique u = 0. A part quelques cas particuliers, il est illusoire d’obtenir une
description beaucoup plus précise du spectre (et des fonctions propres) dans le
cas d'un domaine 2 général.

2.2.2. Au théoréme de Peter-Weyl. Si G est un groupe compact, d’apres le
théoréeme de Haar (pour les groupes localement compact), il existe une mesure
de probabilité sur G invariante par action du groupe a gauche. On peut donc
définir Iintégrale d'une fonction v € L'(G)

/Gu(g)dg
/GU(hg)dgz/GU(g)dg

pour tout h € G. Avec cette mesure dite de Haar, 'espace L?(G) peut également
étre défini, et si K € L?(G), on consideére 'opérateur de convolution

avec la propriété suivante

Ticul) = K +ulg) = | K(hlg)u(h)an.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|Tru(g) (/ |K(h™1g |2dh></ lu(h ]th)

et en intégrant, par Fubini-Tonelli et par I'invariance de la mesure de Haar sous
Paction & gauche de G, on obtient

[ Trull < & [[u]
la continuité de Ty sur L*(G).

Lemme 2.23. L’opérateur Ty de convolution par un noyau K € L*(G) est un
opérateur compact, et de plus si I’on note

K*(g9) = K(g7)
alors on peut calculer ’adjoint
Ty = Ti~.

Démonstration. On a

(Tku,v) = /GXGK(hlg)u(h)v(g)dgdh

/ </K Thy- )()dg)dh

= (u, Tg+v).




24

et on en tire T} = Tk+. L'espace L?(G) est séparable, on choisit une base
hilbertienne (¢;)jen et on considere 'opérateur de rang fini (donc compact)

N
Trnu =Y (Tgu,;)b;.
j=1
Pour tout u € L?(G) unitaire on a
[e.e] o0
I(Tx = Tew)ul® = D KTwu, )P = Y [u, Tiethy)
J=N+1 j=N+1
o
2
< D Tkl
Jj=N+1
et par conséquent
oo
1T = Tren|® < Y |1 Tr=5°
J=N+1

il suffit de montrer que la série
D T2
J

converge, car dans ce cas T est la limite d’une suite d’opérateurs compacts. Or
on a par Fubini et par Parseval

S ITewlF = [ 3
=0 ¢ j=0

- / 1K (g )| dg = | K.
—_———

=[lK?

2
/G K(gTh)w;(h)dh| dg

Ainsi Tk est compact. t

Si 'on choisit un noyau K qui vérifie K* = K alors Tk est un opérateur
autoadjoint compact, et on en déduit

L*(@) = EB ker(Tg — A) @ ker T.
Aea(Tk)\{0}

Ceci est une pierre angulaire de la démonstration du théoreme de Peter-Weyl
en théorie de représentation des groupes.

Théoréme 2.24 (Peter-Weyl). Soit o une représentation unitaire d’un groupe
compact G sur un espace de Hilbert complexe H. Alors H se scinde en une

somme directe orthogonale de représentations unitaires irréductibles de dimen-
sion finie de G.
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2.2.3. L’oscillateur harmonique. L’espace ambiant est H = L?(R™), on considere
l'oscillateur harmonique

A=A+ |z
de domaine

D(A) = {ue H*R") : |z|*u € L*(R")}.

Proposition 2.25. L’oscillateur harmonique est un opérateur autoadjoint po-
sitif (minoré par n) a résolvante compacte.

La démonstration de cette proposition est basée sur une série de lemmes.
Lemme 2.26. Pour tout u € D(A) on a
(=A + [z, u) = [ Vul + [[|2]ul?

ainst que

(A + |2 P)u,u) = (V= z)ul® + nllul”.
Démonstration. La premiere égalité est évidente étant donné que

(—Au,u) = | Vu]?
pour tout u € H?(R™). En ce qui concerne la seconde, on a
I(V = z)u|? = [|Vul* + [|eu|* + 2 Re(z - Vu, u).
De plus, une intégration par parties lorsque u € C§g°(R"™)
(x - Vu,u) = —(u,z - Vu) — n|ju|?
et un argument de densité lorsque u € D(A) donne
2Re(z - Vu,u) = —nl|ul?.

Ce qui termine la preuve de la seconde identité. ]

Démonstration de la proposition[2.25. Par polarisation de la premiere égalité
du lemme [2.20]

(Au,v) = (Vu, Vo) + (zu,zv), wu,v € D(A)

on en déduit le caractere symétrique de 'oscillateur harmonique. La deuxieme
égalité du lemme donne I’injectivité de I'oscillateur harmonique, et implique

1
[[ul] < =[] Aull
n
le fait que ran A est fermée. Notons que le lemme [2.26] implique également
1
(2.1) lull* < ~(1Vull® + [[lzfull*.

Enfin A est surjectif; soit f € L?(R"), I'espace D(A) muni du produit scalaire

wmAz/u+ummmwwm+/é@%>M
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est un espace de Hilbert, sur lequel la forme linéaire v — (v, f) est continue

par ([2.1)
(v, A < lllIlfIl < ==

D’apres le théoreme de représentation de R1esz, il existe u € D(A) tel que

(v, f) = (v|u)a
ce qui implique pour v € C§°(R™) que f = (—A + |z|?)u. Ainsi A est inversible
et symétrique donc autoadjoint. Montrons que A~! est compact, on considere
une fonction x € C§°(R"™) & support dans la boule de centre 'origine de rayon
2 et qui vaut 1 sur la boule unité fermée, et on pose

Ap = x(z/k)(=A + |z*) 7
Alors
ran A, C {u € H'(R") : suppu C B(0,2k)} ~ H'(B(0,2k))
Il en découle que Ay, = Jp Ay ot Ji, : HY(B(0,2k)) — L?(B(0,2k))) est I'injec-
tion compacte de H'(B(0,2k)) dans L?(B(0,2k)) par le théoreme de Rellich,
et par conséquent que Ay, est compact comme opérateur de L?(R™) En outre,
comme on a
A= A= (1= x(@/k) (A + |2}~
en appliquant le lemme a u = (A— Ag)v on obtient
lull < [(=A +[aPyull < o]l + [[[=2, x(z/E)] (A + |z*) o]

<ol +Cll(=A+ ) ol

< Mo
et comme |z| > k sur le support de 1 — x(- /k)

I(A = Ap)oll = [lull < k7 |z]ull < ME™v|
ce qui implique
|A— Al < MEL.

Comme I'espace K(L?(R") est fermé, on en déduit que A = lim Ay, est compact

et donc —A + |z|? & résolvante compacte. O

D’apres le théoreme il existe donc une base hilbertienne de vecteurs
propres associées a des valeurs propres réelles de multiplicité finie. Déterminons
cette base hilbertienne. Pour la dimension n = 1, on veut résoudre 1’équation
différentielle ordinaire

—ii 4+ t*u — Au =0

. . _42
et pour cela, on fait le changement d’inconnu v = e™* /2

2 2 2
tz/Qi —t2/2 _ ift i t2f2t£f1
¢ et (dt —aE dt

on voit que v vérifie ’équation différentielle

—b+2t6 — (A — 1)v = 0.

v ; comme
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Pour résoudre cette équation, on considere les polynomes de Hermite
b d ¥
Hi(t) = (=1)Fe” — () = == +2t) (1
((0) = () S (e ) = (=2t ) ()
Notons que 'on a la relation de récurrence
Hyy = —Hy, + 2tHy,.

En outre, on a

2 d*
Hyp1 = (—1)ke¥ —(2te™") = 2tHy, — 2kHy,_ ;.

dtk
Les deux formules précédentes donnent alors
Hy, = 2kH;_4

et en.dérivant la relation de récurrence et en utilisant cette derniere rela-
tion Hyy1 = (2k + 2)Hy, il en résulte que les polyndémes de Hermite vérifient
I’équation différentielle ordinaire

*H}c + QtHk —2kH; = 0.
En conclusion, une solution recherchée est
u= Hk;(t)e_tz/2

avec A = 2k + 1. Pour j # k ces fonctions propres sont associées a des valeurs
propres différentes, on a donc automatiquement

/ Hy(t _t2 dt = 0.

De plus, en faisant k intégrations par parties, on a

o0 e k
2 —t2 _ k d 42 . dk H, 7t2
/oo Hi(t)e " dt = (-1) /oodt’“(e VHp(t)dt = /OO e dt

et commeH, est un polynome de degré k et de terme de plus haut degfe 2Ft*

/ H2(t)e ™ dt = 2%k / e dt = /m2F k.

—00

Les fonctions de Hermite données par

Ya() =~ '2[a <HH% o >e|w2/2

T4

forment une famille orthonormée de vecteurs propres de 'oscillateur harmo-
nique.

Théoréme 2.27. La famille (¢o)acnn des fonctions de Hermite est une base
hilbertienne de L?*(R™) de vecteurs propres de l'oscillateur harmonique

(= A+ z)va = (2la] +n)ta.
Ainsi, le spectre de l’osciallteur harmonique est-il donné par

oc(A)=0p(A)={2k+n:keN} =2N+n
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et chaque valeur propre a multiplicité
k
= dimker(~5 + o =26~ m) = card o e N ol = £} = (" 1)

Démonstration. 11 suffit de vérifier que (¢q)aenn est une famille totale. Les
polynémes de Hermite forment une base de C[t] puisqu’ils sont de degré k et
de terme de plus haut degré 2¥¢*. Comme 1’espace vectoriel des polynomes Clt]
est dense dans L2(R, e *"/2), toute fonction v € L%(R) orthogonale & tous les
polynomes de Hermite Hj est nulle.

Supposons que u € L?(R™) soit orthogonale & toutes les fonctions de Hermite
alors

1 e° 42
0= /u(az)d)(a/,k)(:c) dz = m/—oov(t)Hk(t)e ©/2at

pour tout o/ € N™ ! et tout k € N avec

n—1
1 "2
v(t) = ———— u(z' t H, (x e 1172 g
R N Ty /R ( )<,£[1 3 k)>

ce qui entraine
v(t) =0

et une récurrence sur la dimension permet d’en déduire v = 0. O

Remarquons que I’on peut décomposer 'oscillateur harmonique sous la forme

Au = Z(Zk +n) Z (Uy Vo)V
k=0 [a]=F

et si

Petp =Y (u,¢a)tba

[a]=k

désigne la projection orthogonale sur l’espace propre ker(A — 2k — n) alors
o0
A=Y (2k+n)P.
k=0

2.3. Calcul fonctionnel.

Définition 2.28. Une mesure borélienne a valeurs dans l’espace des opérateurs
L(H) d’un espace de Hilbert est une application sesquilinéaire

uw:H—H— M(R;C)
(u,v) Hu,w

a valeurs dans [’espace des mesures boréliennes sur R a wvaleurs complexes,
vérifiant la propriété de continuité suivante : pour tout R > 0 il existe une
constante Cr > 0 telle que pour tout u,v € H

|t ([= R, R])| < Crllull[[v]]-
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Avec cette définition, pour toute fonction borélienne f & support compacte,
I’application

Cpu: H = C

v /f()\)d,uuw
est une forme antilinéaire bornée puisque

[€5u(0)] < sup [f| s, (=R, R])| < Crsup | f][|ul|[|v]].

Par le théoreme de représentation de Riesz, il existe Ty(u) € H telle que

ly(v) = (v, Tf(u))
et on peut montrer que u — Ty(u) est une application linéaire bornée de
norme < Cg. Il est a;ors légitime d’utiliser la notation

[ rovan =1,

ce qui justifie le nom de mesure a valeurs dans L(H ). On veut construire une
telle mesure associée & un opérateur borné A de sorte que 1’on puisse développer
un calcul fonctionnel qui prenne la forme

A) = / F(\)da.

Commencgons donc par développer un tel calcul fonctionnel avant de costruire
cette mesure.

Rappelons que pour une application linéaire continue, on peut définir I'ex-
ponentielle

itA ()" &
et = Z o A
k=0

et que cette application vérifie I’équation différentielle

d

dt
Soit alors une fonction f € L' N F (L1 on peut définir

T

ztA
dt
S RC

qui est une application linéaire bornée vérifiant
1 ~
Al < — t)|dt.
Il < 5 [ 170

Notons que f € L' implique f € CY(R) et que l'intégrale précédente est donc
une intégrale de Riemann généralisée a valeurs dans ’espace de Banach L(H).
En outre, on a les relations suivantesﬂ

eztA — ’iAeZtA.

(2.2) (f9)(A) = F(A)g(4),  f(A)" = f(4)

3. Si }/‘\et g sont dans L' alors ?\g = f* § est dans L' et comme cela implique g € L™, on
a également fg € L' si f € L.
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pour tous f,g € L'NF(LY). En effet, les propriétés de la transformée de Fourier
et de I’exponentielle donnent

= i / Fxg(t)et dt
_ ’L(t S)A isA
=2 / flt—s)g dsdt = f(A)g(A)

ainsi que

1 =~ _ _

— 5 [ Tl ar = fa)
Soit u € H, on considere maintenant 1’application
1 N .
CRR) > £ o (f(pua) = 5 [ Fye ) at

Montrons que c’est une distribution : pour tout f € C*°(0)(R) on a

(] < L Tl < (5 [ 171at)ul?

1 dt
<cl— | —/ ; R | 102
< <2ﬂ/1+t2>0§;226up|f | ||

Lemme 2.29. Le support de la distribution définie précédemment est contenu
dans o(A). En outre, c’est une distribution positive, en particulier il existe une
constante C' > 0 tel que pour toute fonction f € CJ(R) on a

[(f(A)u, u)] < Csup | £] [[ull>

C’est donc une mesure borélienne.

Démonstration. Soit x € C3°(R) telle que

/XQ(t) dt =1

Notons
0= XQ, 0. (t) = €*1X2(5*1t).

On a alors par le théoreme de convergence dominée

(FAYuu) = tim [ .00 F(0) (e ) i
- ig%%//e(et)f@x ANy, u) dt dX

(f(A)u,u) —hm// A)etsA=Y gt dn

Supposons que le support de f ne rencontre pas o(A) : on a alors supp f C
0(A) N R et on peut écrire

b A . d a-
ezz(A A) :—ZERA()\)EG t(A=X)
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ce qui donne apres deux intégration par parties

(f(A)u,u) = hm/ 0"t (AN R4 (N)u, w) dtdX = 0.

e—0 271

Ainsi la distribution est a support dans o(A). Montrons maintenant qu’elle est
positive : soit f € C§°(R) & valeurs positives alors on a

(F( ) = tm [ FOO (/e mAAu@&)M
_hm/f (A = N, u) dA

_ —1 2 >
Q%E/E JIx(eH(A = A)ull? dA > 0.
>0

Une distribution positive a support compact est une mesure borélienne positive ;
soit ¢ € C3°(R) qui vaut 1 sur [—||A[], || A]|] alors pour tout f € C5°(R) a valeurs
réelles, on a
f=fu+ f(1—1), sup|f|y— fiest a valeurs positives

et ainsi

(f(A)u,u) = ((fP)(A)u, u) + (1 = ) f)(A)u,u)

=0
< sup | f| (Y (A)u,u) < Cysup | f]]|ul|.

En changeant f en —f, on obtient donc la majoration

[(f(A)u, u)] < Csup | £] [[ul|>.

Ce qui démontre que c’est une mesure borélienne positive. O

Théoréme 2.30. Soit A € L(H) un endomorphisme continu autoadjoint, il
existe une mesure borélienne u a valeurs opérateurs telle que

(1) puw est a support dans le spectre de A,

(41) Id:/du, A:/)\du,

(ii1) P(A) = /P()\) dp pour tous les polynomes P € C[)],

(1v) pour tout borélien Q@ C R

PQ = 1Q(A) = / d,u
Q
est une projection orthogonale.

Remarque 2.31. Si f: R — C est une fonction développable en série entiere
de rayon de convergence R > || A|| alors
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puisque si I’on note Py le polynome de Taylor de f de degré N alors

N (k)
k=0 ’

et de plus
Al

(f(A)u — Pyu,v) = / O = Py

implique que la limite de

1/ (A)u— Pyul| < Cyay ~ sup [f = Pyl[lul|
[=[IAILI1A]

est nulle.

Démonstration. La mesure borélienne (i, , (& valeurs complexes) est obtenue
par polarisation de la mesure

Pt [ (f(A)u, u)
construite par le calcul fonctionnel. Montrons les propriétes de cette mesure.
Soit x € C§°(R) qui vaut 1 sur [—1, 1] et notons

Xk = x(-/k).
Alors pour k > || Al on a
(Xk(A)u,v) = / Xk(A) dpt,o = / dptuw
et comme
(10) = Ga(A)ure) = o+ [ RO~ e )u,v) ds
on en tire

1 ~
[(u,v) = (xp(A)u, v)| < HAHHUIIIIUII/\tx(t)!dt
2k
ainsi en passant a la limite
(u,v) = / d -
De maniere similaire

(A xk(A)u,v) = / AXk(A) At = / N dpt
et comme on a montré
(AVu,v) = lim(xp(A)AVu, v) = lim A7 x4 (A)u, v)

on obtient la deuxieme identité ainsi que celle sur les polynomes. Enfin, ([2.2))
donne également

Py =1q(A) = Pg
P32 =13(A) = 1q(A) = Pq.

Ce qui montre les propiétés de la mesure. ]
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Remarque 2.32. Si un opérateur borné B commute avec A alors B commute
avec e*4 et il s’en suit que B commute avec f(A) par construction du calcul
fonctionnel.

Exemple 2.33. L’opérateur de multiplication par une potentiel borné réel
Au = qu

est autoadjoint et la mesure spectrale est donnée par

P = ¢ (u(z)v(x) dz).
Pour un multiplicateur de Fourier
Au = F~Y(mFu)

avec m bornée a valeurs réelles, la mesure est

frup = m*(w(§)0() dE).
Lemme 2.34. Le calcul fonctionnel donne
a(f(A)) C f(o(A)).
Démonstration. Si pg € C\ f(o(A)) alors la fonction

x(A)
f(A) = 1o

ou x € C§°(R) vaut 1 sur le compact o(A), est lisse & support compact et

x(A)
B= / XNy
FO) = mo
est un inverse de f(A) — g puisque

(F(A) — Xo)B = / (V) dyt = / = 1d.

Ce qui prouve que pg € o(f(A)). O

3. THEOREME SPECTRAL POUR LES OPERATEURS NON BORNES

3.1. Opérateurs unitaires. On s’intéresse d’abord a une autre catégorie d’opérateurs
bornés, les opérateurs unitaires

UH)={UeLH): U =U"}
U(H) est un groupe et on note
u(H) = {A eL(H): A" = —A}
l’algebre de Lie correspondante.
Lemme 3.1. Le spectre d’un opérateur unitaire est contenu dans le cercle unité

o(U)  dD(0,1) = U.
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Démonstration. Comme ||U|| = 1, le spectre est contenu dans le disque unité
fermé. Il est clair que 0 € o(U). Soit A € D(0,1) \ {0}, comme U* est unitaire
A~1e C\D(0,1) C o(U)
I'opérateur
U-A=UI-\U*)=-\UU* -1
est inversible, ce qui implique A € o(U). d
On consideére maintenant ’application exponentielle
exp:u(H) — U(H)
i© s i®
reliant ’algebre de Lie et le groupe des applications unitaires
() el = ¢=i4gid — T
oA (eH)r = gide—iA — T,
Théoréme 3.2 (Surjectivité de I'exponentielle). Pour tout opérateur unitaire
U € U(H), il existe un opérateur non autoadjoint i© € u(H) tel que
U=¢e®, |0] <.
Démonstration. On décompose l'opérateur U en sa partie auto et antiadjointe

U—A+iB, A:ReU:UzU, , B:ImU:U;iU

et comme on a
U*U = A2+ B? +i[A,B] =1
UU* = A? + B> —i[A,B] =1
on en déduit
A4+ B* =1, [A,B]=0.
En outre, comme on a

[AF<Ul=1, Bl <|U]=1

les spectres de A et B sont contenus dans 'intervalle [—1, 1] et on peut considérer
par le calcul fonctionnelﬂ

C = arccos A, D =sinC.
Comme B commute avec A, B commute avec C' et D. On a alors
A%+ D? =cos’C +sin?C =1

et ainsi D? = B2. On note alors P la projection orthogonale sur ker(B — D),
montrons que

B= 2P -1)D = (2P — DsinC.
En effet, on a

(B—D)(B+ D) =0

4. Dans ce cas précis, on peut aussi utiliser les développements en séries entieres.
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ce qui implique
ran(B + D) C ker(B — D) =ran P
et doncl

2PDu= P(B+ D)u— P(B—D)u=(B+ D)u.
=0
De plus, I — 2P commute avec C car B — D commute avec C. On pose alors
© = (I—2P)arccos A = arccos A (I — 2P).
Comme

(2P -1)*=4P+1-4P =1

on en déduit

0? =(?

et ainsi

= r ©%F = k

cos® =Y (—1) k) = Z(—l) 2R cosC =4

k=0 k=0

et de méme
@2k CQk
k J—
sin © = Z @) 0 = Z 2k+1) ———=C(—2P)
= smC’(I —2P)=D(1- 2P) = A.

Ceci implique ¢© = cos©® +isin© = A. O

Corollaire 3.3. Pour tout opérateur unitaire U € U(H), il existe une mesure
a valeurs opérateurs p a support dans [—m, | telle que

(i)Id:/[ ]du, U:/[ }eiedu,

(1) P(U) = /P(ew) dp pour tous les polynomes P € C[)].
Exemple 3.4. Transformation de Fourier : 'opérateur

Uu(§) = (2#)_”/2/e_i<x’§>u(ac) dx

est unitaire
U'U=U0U"=1L
Le spectre est ponctuel
U(U) = JP(U) = {17 iv _7:7 _1}

En effet, si ’on note v, les fonctions de Hermite utilisées dans I’analyse spectrale
de Toscilateur harmonique. On a

Utha (5) = Z'[ahba (5)

5. Notons que 'on a (P(B — D))" = (B — D)P =0 donc (B— D)P =0.
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En effet par tensorisation, il suffit de le vérifier en dimension n =1, or on a
1 [ 29 _; 1 [ . e d F
V2T /oo (t)e ¢ V2T ,ooe ¢ dt + (1)
1 /OO —itr d +t k( —t2/2) dt
= — e - — e
V2T J_o dt
k
= < — Zdi + iT) e /2
T
d k
(=)'
ce qui signifie
U(Hye ¥/2) = i* Hye t°/2

et ainsi les fonctions de Hermite sont fonctions propres. Les projecteurs sur les
espaces propres sont donnés par

ﬂ—ipf = Z Z <f7 ¢a>¢aa b= 07 17 273

k=0 [a]=p+4k

et la mesure spectral prend la forme d’une mesure discrete

fpp = 00(T0Y, ) + O j2(m11p, ) + O (m2th, ¥0) + 0z 2 (m30), 0)).

3.2. Transformation de Cailey. Soit (7, D(T")) un opérateur non borné fermé
autoadjoint. On cherche une transformation qui envoie I’axe réel sur le cercle
unité U = 0D(0,1) de sorte que

o(h(A)) = h(a(A))

permettant donc de transformer un opérateur L’homographie h: R — U\ {1}
suivante

t—1
h(t)=——, teR
®) tvi S
de réciproque h=! : U\ {1} = R
+1
hl(u) = —i% U
(u) =7 u €

convient. On peut alors considérer

U="nT)=(T—-i)(T+i) "
Lemme 3.5. Si T est un opérateur fermé autoadjoint alors U est un opérateur
unitaire tel que 1 ¢ o(U).

Démonstration. Comme T est autoadjoint, i € o(A) et Pexpression de U fait
sens. On a alors en posant u = (T + i) tv € D(T)

[Uv]]* = (T = d)ull® = | Tull* + [[ull* — 2Re i(T'u, u)
——
ciR
= [1Tull? + [lull® = |(T + d)ull* = [|v]?
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ce qui implique U*U = 1. Comme de plus U est inversible d’inverse
U= (T+i)(T -4

on en déduit U* = U~ ! et donc U unitaire. Enfin comme

Uyp =2
implique
(T—i) "= (T+i)"
ou encore
(T+i)p = (T —i)p ie. =0
on en déduit 1 ¢ o, (U). O

Inversement pour tout U € U(H) opérateur unitaire tel que 1 ¢ o,(U) on
peut construire
T =—i(U+1)(U 1)t
ot (U — 1)T est I'opérateur non borné défini dans I’exemple de domaine
DU — 1) = ran(U —1).
Lemme 3.6. Soit U € U(H) opérateur unitaire tel que 1 ¢ o,(U) alors T est
un opérateur non borné de domaine ran(U — 1) est autoadjoint.
Démonstration. Montrons d’abord que T est symétrique : on a
U'+HYU-1)=U-U"=—-U"-1)(U-1)
et par conséquent pour tout u = (U —1)f eranT et v= (U —1)g € ranT
(Tu,v) = =i{(U + 1) f,v) = —i(f, (U"+ (U = 1)g)
=i(f, U =)(U +1)g) = (U - 1) f,=i(U + 1)g)
= (u,Tv).
Pour obtenir le caractere autoadjoint, on calcule
T+i=-2i(U-1)1
T—i=-2iUU —1)!
et ces opérateurs sont surjectifs. ([l

On suppose maintenant que 71" est donné et que U est donné par la trans-
formée de Cailey
U= (T—i)(T+14)" "
alors
U-1=T—-i-T—-i)(T+i)"'=-2(T+i)~"
U+I=(T—i+T+i)(T+i) ' =2T(T +i)""
et par conséquent
DU —1)f =ran(U — 1) = D(T)
et en outre
(U+1) (U -1)"T =T.
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Par conséquent, on peut retrouver 1" sous la forme
T=—i(U+D)(U -1

Lemme 3.7. Les spectres de T et U sont liés par la relation
o(U)\ {1} = h(e(T)).

Notons que si T' n’est pas borné D(T') # H — ce qui est le cas lorsque l'on
doit utiliser la transformée de Cailey — alors U — I n’est pas surjectif

ran(U —I) = D(T)

et 1 est forcément dans le spectre continu de T' (car 1 n’est pas valeur propre
et T est autoadjoint)

1 €o.(T).
Démonstration. Comme h : R — U\ {1} est une bijection, il suffit de montrer
o(U)NUN\A{1} = h(e(T) NR).
Soit A € U\ {1} alors
U-A=((1=NT—i(1+M)T+3) =0 =T -r*O))NT +4i)!
donc U — X est inversible si et seulement si 7' — h~1()) est inversible. O

3.3. Calcul fonctionnel et groupes. On veut a présent construire une me-
sure spectrale pour un opérateur autoadjoint (7', D(7)) non borné. On considere
sa transformée de Cailey U € U(H) et la mesure spectrale v : H x H —
M([—m, 7], C) de son opposé —U

(Uu,v) = / e dvy .
[—7r,7r]

Lemme 3.8. Pour tout u € D(T), on a la relation
(Tu,u) = —2Im(U £, f)
ot f=(U—1Tu=LT+i)u.
Démonstration. On calcule
(Tu,u) = —i{(U+Df, (U =D f) = =i(JUfI? = | fI? ~2iIm(U f, ))
= —2Tm(U, ) B

ce qui donne la relation annoncée. ]

De cette relation, on tire par le calcul fonctionnel
0 0
(T'u, u) :2/[ ]sin9duf7f:4/[ ]tanacos2§dyf7f.
La relation
0 . .
4 cos® 5= (e +1)(e7® 4+ 1)
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implique par le calcul fonctionnel

1 oteeost Sy = (U + Do)V +15.5) = o))

et par conséquent
0
4 cos? 3 Vit = Vuu-
Ainsi, on obtient

(Tu,u) = / tan 0 dvyy.
[-rm] 2

Remarque 3.9. Notons que l'on a

et donc la formule précédente prend la forme
(Tu,uy = / R (e duy .
[_Wfﬂ]

ce qui est cohérent avec le calcul fonctionnel pour 'opérateur unitaire U.

Lemme 3.10. L’ensemble {—m,m} est de mesure nulle pour la mesure vy,
lorsque uw € D(T).

Démonstration. Supposons que v, ({7}) > 0. Souvenons-nous que v est la
mesure spectrale de © ou U = ¢%©, posons . = [r — e, 7], on a alors

<Pqu7u> - /[ ]dyuvu > Vuvu({ﬂ-}) >0
T—E,T
et en outre

(U — 1)PQEU”2 = / |ei9 + 1|2d1/u,u < sup |ei9 + 1|2
[r—e,m] [r—e,m]
ce qui signifie
lim ||(U — 1) Pq_.ul| = 0.
e—0

Soit (ex)ren une suite de réels strictement positifs qui tend vers 0. La suite
(ue, = Pao., )ken converge faiblement vers v € H qui vérifie
(v,u) = lim(ue,, u) > vy ({7}) >0
et en outre pour tout w € H
(U -Dv,w) = (v, (U* =Dw) = lim(ue,, (U —Dw)
= lm((U* —Du,,,w) =0

ce qui signifie que v € H \ {0} est vecteur propre de U —1I, et donc 1 € 0,(U),
ce qui est faux. Le raisonnement est identique pour —r. ]
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On peut alors faire un changement de variable : on considere le difféomorphisme
k:]—m7n[—R
0
0 — tan —
2

de bijection réciproque
k1R =] —
A — 2arctan A

de sorte que si ’on considere la mesure

(31) Huw = (H_l)*yu,v

on a la formule

En outre, on a

Théoréme 3.11. Soit (T, D(T)) un opérateur autoadjoint, il existe une mesure
borélienne v a valeurs opérateurs telle que

(1) pun est une mesure positive et pour tous u,v € D(A), la mesure fiy,
est a support dans o(T),

(73) Id = /dy, (Tu,v) = /)\duuw pour tous u,v € D(T),

(i7i) pour tout borélien Q C R borné

PQ = 1Q(T) = / du

Q

est une projection orthogonale.

Démonstration. Le troisieme point est une conséquence de la proposition qui
suit, et nous avons déja établi le deuxieme. Il suffit de montrer que la mesure
donnée par (3.1]) est a support dans le spectre de T'. Or on a pour f € C§°(R)

/f(/\) duu,v:/ for ) dz/uﬂ,:/ foh (=€) duy,.
|—m,m| J—m 7|

Soit A\g € o(T) N R, notons g = v~ (\g) €] — 7, 7| alors —e® = —h()\g) €
U\ {—1} n’est pas dans le spectre de —U d’apres le lemme ??. Par construction
—U = €©, montrons que y ne peut étre dans le spectre de ©. En partant de
I’égalité

0o _ (0O _ if0y — _ :nifo 4 _ p k-1 _
U+e (e'® — ') = —je <kzﬂ)(k+1)!(® 6o) )(@ fo)



41

on obtient que © — 6 est inversible d’inverse

-k

o =i (5w

k=0

Supposons que le support de f soit dans un voisinage de Ag € o(T') N R alors le
support de f o k71()\g) est dans un voisinage de y et avec les propriétés de la
mesure v de O, on a

JECT

ce qui prouve que \g n'est pas dans le support de fi, . ]

Proposition 3.12. Soit f € L>*(R), alors

(1) = / F(Ndu

définit un opérateur borné de H. Il est autoadjoint si f est a valeurs réelles car

f(I)* = f(T) et de plus
(f9)(T) = F(T)g(T).
Démonstration. L’opérateur f(T) est défini par la formule

q@mwz/ﬂﬂww.

En particulier, on a

[{(f(T)u, u)| < /\f(A)Iduu,u < 1 flloo el

Par polarisation f(T") est un opérateur borné. En outre, on a

(f(T)u,v) = /f()\) Ao = (F(T)v,u) = (u, f(T)v)
et ainsi f(T)* = f(T). Enfin, on a

((F9)(D0) = [ FO)gN)
et il suffit donc de montrer que
I ey = Hg(Tyu,0
ce qui est une conséquence de
gor  (O)uy = goh™ (=" vy
et provient des propriétés de la mesure v de © puisque
g(U) = g(e'®).

Le calcul fonctionnel découle sur T" donc de celui sur ©. De manieére similaire,
lorsque w € D(T) et v € H
O
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Avec la mesure spectrale et le calcul fonctionnel associé, on peut définir
Ut — eitA — /ei)\tdu

lorsque A est un opérateur non borné autoadjoint. Notons que I’on ne peut avoir
une définition par série car le fait que I'opérateur A ait un domaine ne pemet
pas de considérer les puissances successives A¥ (qui ont elles-méme un domaine
peut-étre distinct de celui de A. La famille (Uy)ier est un groupe unitaire a un
parametre

UUs = Upys, U7l =U_=U;.

Théoréme 3.13. Soit f € D(A), alors la fonction u(t) = U.f déterminée par
la formule

(u(t), v) = / Mduy,

est de classe C' sur R et vérifie 'équation de Schridinger

ou .
i iAu(t)
u(0) = f

Démonstration. Commengons par montrer que lorsque f € D(A)

/ N dpyp < +oo.
Pour cela, on considére, la fonction yz € L (R)

XR(A) = 1—r,r| (M)A
pour laquelle, on a
Xr(A)u = P|_p gAu
ce qui entraine
Ixr(A)ul| < [|Aul.

Le calcul fonctionnel donne également
2 = A A0 ) = A A

< lAullIxr(A)ull < [|Aul]*.

ce qui donne l'intégrabilité souhaitée. Il est clair que ¢t — u(t) est continue par
le théoreme de continuité des intégrales a parametre. En outre, on a

u(t + h) _ u(t) 2 B / |ei)\(t+h) — giAt i)\hei)‘t|2d
_ 7 = 72

h
le?M — 1 —iAh|?
= % dpig.s
h2

< = [ A4
< [ an,

ce qui montre la dérivabilité de u et ’équation différentielle. O

— 1 Au(t) fif.f
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3.4. Exemple du laplacien sur R". Sil’on considere H = L?(R"), 'opérateur
A = —A de domaine D(A) = H?(R") défini par
Au = —Au = F(|¢*0)

est autoadjoint. Calculons sa mesure spectrale : soit u,v € S(R"™) C D(A), par
Plancherel

tu) = o [leaenoa- [ A(() [ aowitwias)an

La mesure fi, , est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue,

de densité A"
<27r) /S”—l u(Aw)v(Aw) dw.

Si I'on note ®(\) opérateur de restriction de la transformée de Fourier a la
sphere de rayon A > 0

d(Nu(w) = 1(M\w) = / e~ MWy (1) da
dont 'adjoint (au moins formel) est I'opérateur

BO)g(a) = [ Mgl de
alors on peut écrire

= (;ﬂ)ncp(x)*@(x) dx.

En outre, 'opérateur ®*(A)®(\) est un opérateur de convolution par la fonction
radiale

K(z) = / M) gy,
Sn—1

L’analyse spectrale n’est pas d’un recours extréme pour résoudre par exemple
I’équation de Schrodinger. En revanche si 'on perturbe le laplacien par un
potentiel L>°(R™) a support compact et a valeurs réelles alors

Ag=—-A+q, D(A4)
est autoadjoint, puisqu’il est symétrique et que
AgEid=(AL£iN)(I+ (AxiN)q)

est inversible par série de Neumann, si A > [|¢||s étant donné que 'opérateur
(A £iX)"1q a une norme inférieure a

1A =0 lglloo < A lallso < 1.
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