THEORIE SPECTRALE

EXAMEN - MASTER 2 RECHERCHE

Durée : 2 heures
Documents autorisés

Exercice 1. Soit H un espace de Hilbert et soit U € L(H) un opérateur unitaire,
i.e. un endomorphisme U : H — H tel que

U'U=0U"=1d.

Le but de cet exercice est de redémontrer 1’existence d’une mesure spectrale avec
une autre méthode que celle du cours. Pour une fonction [—m, 7| 2 6 — f(e¥)
qui est dans L'([—m,7]), on note

) = 5= [ Heear

ses coefficients de Fourier, et on note A I’algebre des fonctions [—m, 7] 5 0 —
f(e) qui sont dans L!([—m, 7]) et telles que

Z lex ()] < oc.

k=—00
1. Pour f € A, on pose
FU) =) alf)U".
keZ

Montrer que la série de droite converge et que cette série définit une appli-
cation linéaire continue f(U) € L(H) de norme

PO <Y lewlf

keZ
La série de droite converge absolument puisque ||U*|| =1
D leNNTH <D lew(f)] < oo
keZ keZ

comme H est complet, la série converge. De plus

LA <Y lealf

keZ
1



Vérifier que pour tout polynoéme P(z) = > ,_,cxz* € C[z], on a
= Z C Uk
k=0

La fonction 6 — P(e?) est un polynéome trigonométrique dont les coeffi-
cients de Fourier sont

(P) cr lorsque 0 <k <n
C =
¥ 0 lorsque k >n+1ouk < —1

de sorte qu’effectivement

n

PU) =Y aU"

k=0

2. Montrer de plus que lorsque f € Cger(R) est une fonction périodique de
période 27 de classe C? alors?

=1
) < (swplsl+2( 30 oo lr )
Ceci vient du fait que
lea(N)] < [ fllr < supf]

et du fait que pour n € Z*

1 1
ea(Dl = —len(7)] < g sup 7]

Ainsi a-t-on

— 1 1!
Sl < el +2( 3 o5 ) sl
nez n=1
=1
Ssup|f|+2(2ﬁ)sup|fﬂ|
n=1

et I'estimation demandée découle de I'inégality de Cauchy-Schwarz.
3. Montrer que pour tous f,g € A
fO) = fU), (9HU)=gU)fOU).
On a
ch qu Zc k() u, URv) = (u, f(U)V)

keZ —al- N ,y  heZ

1. Ce qui prouve que C'S

per

(R) > f — (f(U)u,u) est une distribution.



car c_i(f) = cx(f), et ainsi f(U)* = f(U). En outre, on a par Fubini

chk(fg)Uk ZZCJ Jer—5(g g Ut

keZ k€Z jEZ
=> ) ci(Nalgt’U* = f(U)g(U).
beZ jEZ

4. Soit f € A, montrer que

sy = tm S el (1- M)

k=—n

Il suffit de vérifier

Or on a
- k|

> alpor

Y |

k=—n iv nN
<o 2 laDl+ 3 adf)l
k=—N N+1<|k|<n
N
<2 lalDl+ D0 lel)
keZ |k|>N+1

donc pour tout € > 0, il existe N € N tel que

> lehl <5

|k|>N+1
et il existe M € N tel que pour tout n > M

_Z|Ck |<_

keZ

Par conséquent pour tout n > max (N, M)

> et < XS apie Y fatpi< g =<

k=-n kEZ |k|>N+1

Une alternative est d’utiliser le théoreme de convergence dominée dans les
séries.
5. Soit V' € L(H) un opérateur unitaire. On considere

on(V) = Zn: (1 — %) %

k=—n



ainsi que le polynome trigonométrique

n—1

if o _ "0 =1
Qu(e’) =) e =

k=0
(a) Montrer que 0, (V) est autoadjoint.

(b) Montrer que

1
(o (V)u, u) = —[|Qu(V)ull*
En déduire que 0,(V) est positif.

On a en faisant le changement d’indice £ =k — j
-1

1Qn(V)ul? = ka Z (VE=Iu, u)
k=0 jik=
n—1n—1 -1 n-14£
= Z Viu, u) + Z Z
=0 k:Z (=—n+1 k=0
n—1 |€|
= (n—|€])( uu—nz< ) “u, )
{=—n+1 {=—n

ce qui entraine

(o, (Vu,u) > 0.

(¢) En déduire que lorsque 1 n’est pas dans le spectre de V/

1
(on(Vu,u) = O(ﬁ)
En effet, on a
Qu(V)(V —1d) = (V = 1d)Q,(V) = (V" — 1d)
et par conséquent lorsque V — Id est inversible
1Qu(V)ull = [[(V" = Td)(V — Td)"u]
< VMV = 1d) "l + [V = 1d) |
< 2|(V —Id) " ul.



Finalement, on obtient
4 _
[(on(V)u, u)| < ~[I(V ~1d) ful .

6. Soit f € A, montrer la formule

) = tim = [ F) e 0 ) s
On a
(f(U)u,u) = nh_g)lo Z ex(f) (1 — %) (Uru, u)
k=—n
n 1 - . n k ‘
= nlggo k;n 7 /7T () k;n (1 - %) CR TN

-~

=(on (e~ 0U)u,u)
7. Déduire des questions 5 et 6 que si f est a valeurs positives alors (f(U)u, u) >
0, puis que f — (f(U)u,u) est donnée par une mesure borélienne positive
Huu

(U, ) = / £(e) dptua(6).

[_7r77r}

Si f est a valeurs positives alors
1 & : )
2—/ Fe) (o, (e U)u,u)dd >0
™ —T

et ainsi par passage a la limite
(f(U)u,u)y > 0.
Soit f € A a valeurs réelles alors g = sup | f| F f est a valeurs positives donc

sup | f| [Jull® F (f (w)u,u) >0
et on déduit
[(f(U)u,u)| < sup|f|[lul?

ce qui suffit & prouver que f — (f(U)u,u) est donnée par une mesure
borélienne positive.

8. Déduire des questions 5 et 6 que lorsque le support de la fonction 6 — f(e®)
est dans un voisinage suffisamment petit de 6, € [—7, 7] tel que e'® ¢ o(U)
alors

(f({U)u,u) = 0.
Comme 'ensemble résolvant est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
0 e [80 —€,80—|—€],
U — e = ¢ (e_w —1d)



est inversible et par conséquent
: 1
(on(e7U)u,u) = (9(—)

n

ce qui implique lorsque le support de la fonction 6 +— f(e®) est contenu dans
0o — €, 00 + €]

Oo+e
(f(U)u,u) = lim i/@ f(e o (e ®U)u,u)dd = 0

0—¢€
par le théoreme de convergence dominée (ou une majoration brutale).

9. Quelles sont les propriétés de la mesure i, ,, ?

C’est une mesure de Borel positive, qui vérifie

uf? = /[ }duu,u, (Uu,u) = /[ ]ew i

et plus généralement pour tout polynéme P € C|z]
(P(U)u, u) = / P(®) djiyn.
[_7r77r}
Considérée comme une mesure sur le cercle, son support est contenu dans
a(U).
10. Un exemple : Soit H = (*(Z) et U l'opérateur de décalage

U(cn)nez = (Cnt1)nez-
(a) Montrer que U est unitaire.
C’est un simple changement d’indice dans la série

D leanal =D leal.

nez nez

(b) Déterminer o,(U).

Le spectre d'un opérateur unitaire est contenu dans le cerlce unité, donc
les valeurs propres (s’il y en a) sont de la forme ¢ avec 0 € [—,7].
L’équation aux valeurs propres est de la forme
Cni1l = e, neZ
ce qui s’écrit
Cntl = e, copo1=c¢Y_, neN.
Par récurrence, on obtient

Cp = emGCO
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mais pour que (¢, = ™),z soit dans (2(Z) il faut que ¢y = 0. Ainsi
le spectre ponctuel est vide

op(U) =2
(¢) On considere I'isométrie
®: H— L*([~7, 7))
¢=(cn)nez — u= Z cne'™
nez
olt L*([—m,7]) est muni du produit scalaire
1 [ S

u(@)v(0)dé.

2r ),
Calculer ®Ud L.
On a
@UCD_lu _ Z Cn+1ein9 _ Z cnei(n—l)e _ e—i9u

neZ nez

et V = ®Ud! est la multiplication par e

V=0oUd '=e",

(d) En déduire une formule pour la mesure spectrale p .

On note u = ®(c¢) et comme P est une isométrie

1 [ _ —
(Uce,c) = (Vu,u) = 2—/ e Pu(0)u(0) do
™ —T
27 o

La mesure spectrale est absolument continue par rapport a la mesure
de probabilité sur le cercle

eu(—0)u(—0)do

de de
ee = lu(=0)|? = = |®c(—06)]? —
pee = (=0) 0 = |e(~0)]
de densité |®c(—0)]?.
Exercice 2. Soit (A, D(A)) un opérateur autoadjoint. Il s’agit dans cet exercice
de donner une caractérisation alternative de son spectre. On note
5(A) = {) € R: I(uy)nen suite de D(A)
telle que Vn € N [|lu, | =1 et lim(A — A)u, =0}.
On veut montrer que o(A) = 7(A).



1. Montrer que R\ 0(A) C R\ 6(A).
Soit A € R\ 0(A) = p(A) N R alors pour toute suite (u,),en telle que
lim(A — Nu, =0,

Uy = (A —N)"HA = Nu,

on obtient par continuité de la résolvante

limu, =0

ce qui est en contradiction avec |lu,|| = 1, et ainsi A ¢ G(A).
2. Montrer que o,(A) C 6(A).

Si A est une valeur propre de A alors il existe un vecteur propre u € H\{0}
et la suite constante

u

Up = —7
T lull

convient pour montrer que A € (A).
3. Soit A € g.(A).

(a)

Supposons que v = lim(A — A)u,, o (up)nen est une suite bornée de
D(A). D’apres le théoréeme de Banach-Alaoglu, il existe une sous-suite
(Ug(n) )nen qui converge faiblement vers un v € H, c¢’est-a-dire que pour
tout w € H

im (g (ny, w) = (u, w).
Montrer que v = (A — \)u.

On a pour tout w € D(A),

(u, (A = Nw) = lim(ugr), (A — Nw) = Hm((A — Nugw), w) = (v, w)

ce qui montre que u € D(A) puisque
[{u, (A= Nw) < oflllwll, we D(A).
Ainsi
(v—(A=XNu,w)y =0, we DA).
Comme le domaine de A est dense dans H, on en tire v = (A — A)u.

En déduire que si v € H \ ran(A — \) alors il existe une suite (u,)nen
de D(A) telle que lim ||u,|| = oo et v = lim(A — \)u,,.

Comme A € 0.(A), on a ran(A — \) = H et donc il existe une suite
(tn)nen de D(A) telle que

v =1im(A — \)u,.
Cette suite ne peut étre bornée car sinon d’apres la question précédente,

on aurait v € ran(A — \). Il existe donc une sous-suite (g () )nen telle
que lim ||ty || = co. Cette sous-suite convient.



(c) Montrer que X € 5(A).

Soit v € H \ ran(A — \), d’apres la question précédente, il existe une
suite (uy,)nen de D(A) telle que lim [Ju,|| = oo et v = lim(A — A)u,. On
pose wy, = Uy, /||u,|| et on a ||w,| =1 et

lim(A — Nw, =0
ce qui prouve que A € 6(A).

4. Que peut-on dire du spectre résiduel de A? Conclure.

Le spectre résiduel d'un opérateur autoadjoint est vide ainsi
oA) =o0p(A)Uoc(A) Ca(A).

Finalement, on a bien o(A) = 7(A).



