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DEVOIR MAISON 1 ANALYSE 3

Soit n un entier naturel non nul. On suppose R™ muni d’une norme || - ||. On note
M, (R) l'espace vectoriel des matrices carrées de taille n & coefficients réels. Si A est
une matrice de M, (R) on définit ||A| par

Al = sup [lAz].

weR™,2]|=1

1. Montrer que pour tout A € M, (R), || A]| est bien définie.

2. Montrer que
[ Az]]

z€R™\{0} ]| .

Al =

3. Montrer que I'application A — ||A|| de M, (R) dans R définit une norme sur

M, (R).

4. Montrer que pour 4, B € M,(R), [AB] < [|A] |B].

5. On munit R™ de la norme || - || définie par ||z|e = maxj<;<p |zi] si z =
(w1, ,@y). Si A = (G;)ijepn,n est une matrice de M, (R), déterminer || A|

en fonction des coefficients a; ;.
6. On suppose que [|A[| < 1. On note I la matrice identité de M, (R).

On pose pour k € N*, S, = SF AL

(a) Montrer que I — A est inversible.

(b) Calculer (I — A)Sk puis sa limite lorsque k tend vers +o0.

(¢) En déduire que la suite (Sy)x converge vers l'inverse de (I — A) dans M, (R).
7. On note GL,(R) I'ensemble des matrices inversibles de taille n.

(a) Traduire la propriété démontrée a la question 6(a) en terme d’inclusion

d’une boule dans GL,(R).
(b) Montrer que GL,(R) est un ouvert de M,(R).
(¢) Montrer que GL,(R) est dense dans M, (R).
On pourra étant donnée une matrice A, définir la suite Ay, = A — %I.
8. On note det I'application déterminant de M, (R) dans R.
(a) Montrer que det est de classe C! sur M, (R).

(b) Montrer que la différentielle de det en I est définie par Ddet;(H) = Tr(H)
ou T'r désigne la trace.
On pourra étant donnée une matrice H, calculer det(I + tH) en fonction
de t et des valeurs propres complexes de H.

(¢) Soit M € GL,(R). Montrer que Ddet(H) = Tr(det(M)M~'H) pour tout
H € M,(R).
(d) En utilisant 7(c), en déduire que pour tout M, H € M,(R),
Ddety (H) = Tr(*com(M)H)

ou com(M) est la comatrice de M.



