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Analyse 3 - TD 3
Applications linéaires continues

1. Soient (E,|| ||g) et (F,| ||r) deux espaces vectoriels normés. L’espace vectoriel L.(E, F')
des applications linéaires continues est normé par :

IZ] := sup || L(z)]p.

lzll p=1

Montrer que

L
1Ll = sup [L@)lr = sup 1@
2] p<1 220 ||7]|E

—inf{C eR*:Va € B, |L(x)| < C|z|}.

2. Montrer que la norme de la composée de deux applications linéaires continues est majorée
par le produit des normes de ces applications (il s’agit de la norme subordonnée).

3. On considére 'espace vectoriel R? muni des normes suivantes :

I, )l = ll + 1yl (@ 9)lleo = max(fal, [yl), (2, 9)lla = V&> + 2.

Soit L une forme linéaire sur R? représentée dans la base canonique de R? par la matrice
(a b). Déterminer en fonction de a et b la norme subordonnée ||L| pour chacune de ces
trois normes sur R2.

4. Montrer que les applications
f: R3 — R?
(w1, 22,23) = (71, 22)
et
g: R? — R3
(z1,22) = (21,22,0)
sont continues.
5. Soient E et F' deux R-espaces vectoriels normés et ¢ : £ — F une application linéaire.

Calculer ||¢]| ou || - || est la norme d’application linéaire subordonnée aux normes de E et
F, dans les cas suivants :

(a) E=F=(R*| "),
o(r,y) = (5z, —2y).

(b) E= (R |- ), F =R -[l),
o(r,y,2) = (x+y,y+ 2,2+ 2).
(c) E= R lloo), F'= (R - lh),

o(x,y,2) = (20 +y,32 —y).



(d) E= R llo), F = (Ma(R), [| - [loc),

pla,b) = ( ° 2)

6. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, les 3 espaces vectoriels L(R™, R), L(R,R"™) et
R™ sont isomorphes.

7. Soit M, (R) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

(a) Montrer que 'application qui a toute matrice A de M,,(R) associe le nombre

N(A) :=nmax |ag|
Z’J
définit une norme sur 'espace vectoriel M, (R).

(b) Montrer que
VA, B € M,(R), N(AB) < N(A)N(B).

(¢) On en déduit que l'application produit

P: M,(R) x M,(R) — M,(R)
(A, B) — AB

est continue en utilisant la norme sur M, (R) x M,,(R) donnée par Noo (A, B) := max(N(A), N(B)).



