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Analyse 3-TD 1
Topologie des espaces normés

1 Normes

1. Soit N une norme sur R. Montrer qu’il existe & > 0 tel que N =« - |.

2. Pour tout x € R", on note :

lolls = Jaul + o+ laal, Nalle = VieP+ otz el = max(laal, . fan]).
(a) Montrer que les applications || - ||1, || - |2 et || - [[oo définies sur R™ sont des normes.

(b) Déterminer des réels «, § et v minimaux tels que pour tout z € R",
[zlloe < allzll < Bllzll2 < Y7o
(c) Dessiner la boule unité de chacune des trois normes dans R?.

3. (a) Montrer que I'application N définie sur R? par N(x,y) = |z + y| + |z| est une norme.

(b) Déterminer les meilleures constantes possibles a et 3 telles que pour tout (z,y) € R?,

all(@,y)lh < N(z,y) < Bll(z,y)lh
(c) Dessiner la boule unité associée a N.

4. Soit p €]1, +o0[. On va montrer que ||.||, est une norme sur R” si pour = = (21, ...,z,) € R,

Y
qup—<ZW> .
i=1

(a) Soient p et g des réels tels que 217 + % = 1. Montrer que Yu,v >0, wuv < %p + % :
On pourra utiliser la concavité de la fonction In sur |0, 4+00].

(b) Soient z = (x1...,x,) et ¥ = (y1,...,yn) deux vecteurs de R” non nuls. On note
a = ||z, et 8 =|yll,- Montrer que pour tout i € {1,...,n}, on a

|z < |2 [P n |yz'|q’
a7 paP - qf31

et en déduire l'inégalitée de Holder |1 | zyi| < ||lz|lpllyllq-

(¢) En écrivant que |x; + ;[P < | + vilP || + |2 + yiP~ Y yi], montrer que | - ||, vérifie
I'inégalité triangulaire.

(d) Montrer que || - ||, est une norme sur R".

(e) Montrer que pour tout x € R*, lim ||z, = ||7 -
p——+00

5. Soit M, (R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n. On définit 'application
N M,(R) = R
A= (aij)igenne = N(A) =maxp, >0 ai |
(a) Montrer que N est une norme sur M, (R).
(b) Montrer que pour A, B € M, (R), on a N(AB) < N(A)N(B).
(c¢) Donner un exemple de matrices A et B de M>(R) pour lesquelles N(AB) < N(A)N(B).



6. Soit F = C°([0,1],R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans R.

(a) Montrer que
1
N - fr—>/ FOldE et N : f s max |f(z)
0

z€[0,1]
sont des normes sur .
(b) Représenter 'ensemble des graphes des fonctions de B(0,1) pour la norme N.

(c) Soit z € [0,1] et n € N*. Tracer le graphe d’une fonction de B(0, 1) pour la norme N;
qui vérifie f(z) > n.

(d) Les normes Nj et N, sont elles équivalentes ?

Topologie

1. L'ensemble A = {1 : n € N*} est-il ouvert (resp. fermé) dans (R, |-|) ? Justifier les réponses.

2. Préciser si les ensembles suivants de R sont ouverts, fermés, ou ni ouverts ni fermés :
1
L3 fooh 1= 100l 12U (e 1)),
= ln

3. (a) Pour n > 1, soit [,, = }—%, —i—% [ Montrer que I, est une partie ouverte de R mais que
Mp>11, ne l'est pas.

(b) Pour n > 1, soit F, = {(z,y) € R?*: x> 1} Montrer que les F,, sont des parties
fermées de R? mais que U, F}, ne l'est pas.

4. Dans R muni de la norme donnée par la valeur absolue, déterminer intérieur, adhérence et
frontiére de chacun des sous-ensembles suivants.

A={2,45}, B=[-11U{3}, C=2Z, D=Q

E:neN*}n—%,n—i—%{, H=|J{eos(2ra)}, 1= | {(;i)nln}

acQ neN*

5. Dans R? muni de la norme euclidienne, déterminer si chaque ensemble est ouvert, fermé,
borné. En déterminer l'intérieur, I'adhérence et la frontiére.

A=R?* B=[1,3] x{2}, C=[-11[x]-1,1], D=ZxZ7Z,

E={(z,y) eR*|2* +y* <1}, F={(x,y) €R*[|z]+ |y <2},
G = {(z,y) € R* | max{[z[, [y} > 1}.

6. Dans R muni de la norme euclidienne, déterminer intérieur, adhérence et frontiére des
sous-ensembles suivants.

A={(x,y,2) c R? | z—x220,y>x}, B ={(z,y,2) €R3]x—|—y+z:()}, C=QxZ.

7. Un sous-ensemble de R peut-il étre a la fois borné et dense 7 Justifier soigneusement la
réponse. Parmi les ensembles des deux exercices précédents, lesquels sont denses 7



