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Dans ces notes, E désigne un espace vectoriel de dimension finie dont le corps
des scalaires est le corps des nombres réels R.

1. Espaces euclidiens

1.1. Premières définitions. Un espace euclidien est une espace vectoriel réel
de dimension finie muni d’une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Tâchons de définir chacun de ces termes.

Définition 1.1. Une forme bilinéaire est une application

b : E × E → R

(x, y) 7→ b(x, y)

à valeurs dans le corps des scalaires, qui est linéaire par rapport à chacune des
variables

b(λx+ µy, z) = λb(x, z) + µb(y, z)

b(x, λy + µz) = λb(x, y) + µb(x, z).

La forme quadratique associée est l’application q : E → R définie par

q(x) = b(x, x), x ∈ E.

Remarque 1.2. La linéarité implique

b(0, y) = b(x, 0) = 0, x, y ∈ E.

Une forme quadratique est homogène d’ordre 2 : pour tout λ ∈ R et pour tout
x ∈ E

q(λx) = λ2q(x).

En particulier, elle est paire : q(−x) = q(x).
1
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Si l’on choisit une base B = (e1, . . . , en) de E alors en décomposant les
vecteurs dans la base

x =
n∑

j=1

xjej , y =
n∑

j=1

yjej

et en utilisant la linéarité, on obtient

b(x, y) =
n∑

j=1

n∑
k=1

b(ej , ek)xjyk.

La matrice
B = (b(ej , ek))1≤j,k≤n

est appelée la matrice de la forme bilinéaire b dans la base B et est notée

B = MatB(b)

pour lever toute ambiguité. On a alors la formule matricielle

b(x, y) = tXBY

avec

X =

x1
...
xn

 et Y =

y1
...
yn

 .

La linéarité implique la formule de développement suivante

q(x+ y) = q(x) + q(y) + b(x, y) + b(y, x).

Définition 1.3. Un produit scalaire est une forme bilinéaire

(i) symétrique : b(y, x) = b(x, y) pour tous x, y ∈ E,

(ii) positive : la forme quadratique associée est à valeurs positives,

(iii) définie : la forme quadratique associée ne s’annule qu’en x = 0.

On utilise la notation
⟨x, y⟩ = b(x, y)

lorsque b est un produit scalaire. Un espace euclidien est un espace vectoriel réel
de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Exemple 1.4. Voici des exemples classiques de produit scalaire.

1. Sur E = Rn, le produit ⟨x, y⟩ =
∑n

j=1 xjyj =
tY X est un produit scalaire.

Plus généralement, si E est un espace vectoriel et si (e1, . . . , en) est une
base de E alors

⟨x, y⟩ =
n∑

j=1

xjyj , x =
n∑

j=1

xjej , y =
n∑

j=1

yjej

définit un produit scalaire sur E.

2. Sur E = M(n,R), le produit

⟨A,B⟩ = tr(tAB)

est un produit scalaire.



3

3. Sur E = Rd[X], le produit

⟨P,Q⟩ =
∫ 1

0
P (x)Q(x) dx

est un produit scalaire.

Remarque 1.5. La matrice d’une forme bilinéaire symétrique b est symétrique

tB = B

car b(ej , ek) = b(ek, ej). Réciproquement, si la matrice B de la forme b dans
une base est symétrique alors b est symétrique

b(y, x) = tY BX = tX tBY = tXBY = b(x, y).

La matrice B d’une forme bilinéaire définie b est inversible

detB ̸= 0

car si X ∈ kerB alors

b(x, x) = tXBX = 0

implique x = 0 donc X = 0.

Théorème 1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit b une forme bilinéaire
symétrique positive alors pour tous vecteurs x, y ∈ E on a l’inégalité

|b(x, y)| ≤
√
q(x)

√
q(y).

Si b est de plus définie positive, il n’y a égalité que lorsque x et y sont liés.

Démonstration. De la positivité de

0 ≤ q(x− y) = q(x) + q(y)− 2b(x, y)

on tire

b(x, y) ≤ 1

2
(q(x) + q(y))

Et avec le même argument en remplaçant y par −y, on tire finalement

|b(x, y)| ≤ 1

2
(q(x) + q(y))

On applique alors cette inégalité au couple (
√
tx, y/

√
t) avec t > 0 pour obtenir

|b(x, y)| = |b(
√
tx, y/

√
t)| ≤ 1

2

(
tq(x) +

q(y)

t

)
.

La fonction

]0,∞[ → R+

t 7→ 1

2

(
tq(x) +

q(y)

t

)
admet un minimum égal à

√
q(x)q(y), ce qui donne l’inégalité de Cauchy-

Schwarz.
Le cas d’égalité se produit lorsque x = 0 ou y = 0 ou lorsque

√
tx = y/

√
t,

c’est à dire lorsque x et y sont liés. □
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Remarque 1.7. Voici un autre argument classique pour démontrer l’inégalité
de Cauchy-Schwarz. Le polynôme du second degré

q(tx+ y) = t2q(x) + 2tb(x, y) + q(y)

est toujours positif, il ne peut donc avoir de racines réelles simples, et son
discriminant est donc négatif ou nul

∆ = 4b(x, y)2 − 4q(x)q(y) ≤ 0

ce qui donne l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Remarque 1.8. L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de définir dans un
espace euclidien (E, ⟨ · , · ⟩1) l’écart angulaire entre deux vecteurs non nuls
x, y ∈ E \ {0}

θ = arccos
⟨x, y⟩
∥x∥∥y∥︸ ︷︷ ︸
∈[−1,1]

.

Corollaire 1.9 (Inégalité de Minkowski). Soit q une forme quadratique associée
à une form bilinéaire symétrique positive b alors on a l’inégalité de Minkowski√

q(x+ y) ≤
√

q(x) +
√

q(y)

pour tous vecteurs x, y ∈ E.

Démonstration. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

q(x+y) = q(x)+q(y)+2b(x, y) ≤ q(x)+q(y)+2
√

q(x)q(y) =
(√

q(x)+
√
q(y)

)2
et on extrait la racine carrée. □

Avec ce dernier résultat, on voit que pour un produit scalaire b = ⟨ · , · ⟩
l’application

E → R

x 7→
√

⟨x, x⟩

est une norme. Un espace eudlidien est donc automatiquement un espace vec-
toirel normé. On la notera par la suite

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

La fonction d : E × E → R+ donnée par

d(x, y) = ∥x− y∥

est une distance entre les vecteurs de E. Le développement quadratique d’une
norme s’écrit dans ce contexte

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩.

Corollaire 1.10. Soit q une forme quadratique associée à une forme bilinéaire
symétrique positive b alors on a√

q(x) = max
y∈E/q(y)=1

|b(x, y)|.
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En particulier, on peut calculer la norme associée à un produit scalaire de la
manière suivante

∥x∥ = max
∥y∥=1

|⟨x, y⟩| = max
y∈E\{0}

|⟨x, y⟩|
∥y∥

.

Démonstration. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|b(x, y)| ≤
√
q(x)

pour tout y ∈ E tel que q(y) = 1. Si q(x) = 0 alors
√

q(x) = 0 = b(x, 0) et si
q(x) > 0 alors √

q(x) = b

(
x,

x√
q(x)

)
et ainsi

√
q(x) est le maximum de {|b(x, y)| : y ∈ E, q(y) = 1}. □

Définition 1.11. Une famille de vecteurs (v1, . . . , vm) est dite orthogonale si
les vecteurs de la famille sont deux-à-deux orthogonaux

⟨vj , vk⟩ = 0 si j ̸= k.

Un vecteur est dit unitaire s’il est de norme égale à 1. Une famille est dite
orthonormée si elle est orthogonale et si tous les vecteurs ont unitaires.

Un calcul et une récurrence immédiate donne alors le théorème de Pythagore.

Théorème 1.12 (Théorème de Pythagore). Soit x, y ∈ E deux vecteurs ortho-
gonaux alors

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.
Plus généralement, si (x1, . . . , xm0 est une famille orthogonale de vecteurs, on
a ∥∥∥∥ m∑

j=1

xj

∥∥∥∥2 = m∑
j=1

∥xj∥2.

Proposition 1.13. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration. Soit (v1, . . . , vm) une famille de vecteurs orthogonaux, on a
m∑
j=1

λjvj = 0

et en utilisant le théorème de Pythagore

λj∥vj∥2 = 0

pour tout 1 ≤ j ≤ m, soit λj = 0. □

1.2. Bases orthonormées. On introduit les symboles de Kronecker

δj,k =

{
1 si j = k

0 si j ̸= k
.

Définition 1.14. Une base orthonormée (e1, . . . , en) est une base de vecteurs
orthogonaux et normés, i.e.

⟨ej , ek⟩ = δj,k.
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Proposition 1.15. Soit (e1, . . . , en) une base orthonormée d’un espace eucli-
dien, tout vecteur se décompose (de manière unique) dans la base

x =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩ej

et sa norme est donnée par

∥x∥2 =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩2.

Le produit scalaire s’écrit

⟨x, y⟩ =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩⟨y, ej⟩ = tY X

avec

X =

x1
...
xn

 et Y =

y1
...
yn

 .

Démonstration. Un vecteur x ∈ E se décompose (de manière unique) dans la
base sous la forme

x =
n∑

j=1

xjej

et en faisant le produit scalaire avec ek, on trouve

⟨x, ek⟩ =
n∑

j=1

xj⟨ej , ek⟩ = xk.

En outre, le théorème de Pythagore donne

∥x∥2 =
n∑

j=1

x2j∥ej∥2 =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩2.

Enfin, on a

⟨x, y⟩ =
n∑

j,k=1

⟨x, ej⟩⟨y, ek⟩⟨ej , ek⟩ =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩⟨y, ej⟩

l’expression du produit scalaire sous forme canonique. □

Proposition 1.16 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit une
famille libre de vecteurs (v1, . . . , vm) , alors il existe une unique famille ortho-
normée (e1, . . . , em) vérifiant

vect(e1, . . . , ek) = vect(v1, . . . , vk)

pour tout 1 ≤ k ≤ m. En particulier, tout espace euclidien admet une base
orthonormée.
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Démonstration. On procède par récurrence sur m. Pour l’initialisation,il suffit
de normer le vecteur

e1 =
v1
∥v1∥

puisque v1 est non nul (sinon le famille (v1, . . . , vm) serait liée). Supposons que
l’on ait construit une famille (e1, . . . , eℓ) orthonormée vérifiant

vect(e1, . . . , ek) = vect(v1, . . . , vk)

pour tout 1 ≤ k ≤ ℓ. Pour garder cette dernière propriété au rang suivant, il
faut chercher eℓ+1 sous la forme

eℓ+1 = λℓ+1vℓ+1 +
ℓ∑

k=1

λkek.

Pour que la famille soit orthogonale au rang suivant, on doit imposer

0 = ⟨eℓ+1, ej⟩ = λℓ+1⟨vℓ+1, ej⟩+ λj

soit

λj = −λℓ+1⟨vℓ+1, ej⟩

et donc

eℓ+1 = λℓ+1

( ℓ∑
k=1

⟨vℓ+1, ek⟩ek
)
.

Pour fixer λℓ+1, il suffit de normer (en utilisant le théorème de Pyhtagore)

λℓ+1 =

( ℓ∑
k=1

⟨vℓ+1, ek⟩2
)− 1

2

.

Pour terminer la récurrence, il suffit de vérifier qu’avec

eℓ+1 =

( ℓ∑
k=1

⟨vℓ+1, ek⟩2
)− 1

2
( ℓ∑

k=1

⟨vℓ+1, ek⟩ek
)

la famille (e1, . . . , eℓ+1) est orthonormée. On a par construction

vect(e1, . . . , eℓ+1) = vect(e1, . . . , eℓ, vℓ+1) = vect(v1, . . . , vℓ, vℓ+1)

ce qui prouve la proposition. Ceci donne également un procédé de construction
d’une famille orthonormée à partir d’une famille libre. □

Définition 1.17. On dit que deux sous-esapces vectoriels F,G de E sont or-
thogonaux, et on note F ⊥ G si

∀f ∈ F, ∀g ∈ G, ⟨f, g⟩ = 0.
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1.3. Orthogonalité. Développons un peu la notion d’orthogonalité.

Définition 1.18. Soit A ⊂ E un sous-ensemble de E, l’orthogonal de A est
l’ensemble

A⊥ =
{
x ∈ E : ⟨x, a⟩ = 0 ∀a ∈ A

}
.

Remarque 1.19. Attention ! Si deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux
F ⊥ G alors on n’a pas forcément G = F⊥ ou F = G⊥. Par exemple dans
E = R4 muni du produit scalaire canonique, F = vect(e1) et G = vect(e2) sont
orhogonaux mais

F⊥ = vect(e2, e3, e4), G⊥ = vect(e1, e3, e4).

Proposition 1.20. L’orthogonal vérifie les propriétés suivantes

(i) {0}⊥ = E, E⊥ = {0},
(ii) A⊥ est un sous-espace vectoriel de E,

(iii) Si A ⊂ B alors B⊥ ⊂ A⊥,

(iv) A⊥ = vect(A)⊥,

(v) (A⊥)⊥ = vect(A).

(vi) Si F est un sous-espace vectoriel de E alors dimF⊥ = n− dimF .

Une conséquence du premier point est que si l’on a

⟨x, z⟩ = ⟨y, z⟩

pour tout z ∈ E alors x = y.

Démonstration.

(i) La première égalité {0}⊥ = E est claire. Soit x ∈ E⊥, alors on a

∥x∥2 = ⟨x, x⟩ = 0

implique x = 0 grâce au caractère défini du produit scalaire et ainsi
E⊥ = {0}.

(ii) Montrons que A⊥ est un sous-espace vectoriel de E, soit x, y ∈ A⊥

alors pour tous λ, µ ∈ R et tout a ∈ A, on a par linéarité du produit
scalaire

⟨λx+ µy, a⟩ = λ ⟨x, a⟩︸ ︷︷ ︸
=0

+µ ⟨y, a⟩︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

et ainsi λx+ µy ∈ A⊥.

(iii) Si A ⊂ B alors pour tout x ∈ B⊥ et pour tout a ∈ A ⊂ B on a
⟨x, a⟩ = 0 et ainsi B⊥ ⊂ A⊥.

(iv) Comme A ⊂ vect(A), d’après le point précédent vect(A)⊥ ⊂ A⊥.
Réciproquement si x ∈ A⊥ alors pour tout

v =

m∑
j=1

λjaj ∈ vect(A), aj ∈ A
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on a

⟨x, v⟩ =
n∑

j=1

λj⟨x, aj⟩ = 0

ce qui donne x ∈ vect(A)⊥, et finalement A⊥ = vect(A)⊥.

(v) D’après le point précédent

(A⊥)⊥ = (vect(A)⊥)⊥

et il suffit de montrer que pour le sous-espace vectoriel F = vect(A),
on a (F⊥)⊥ = F . Soit x ∈ F alors pour tout y ∈ F⊥, on a

⟨x, y⟩ = 0

soit x ∈ (F⊥)⊥ et donc F ⊂ (F⊥)⊥. Remarquons que jusqu’à présent,
on n’a pas utilisé le fait que E est de dimension finie. On en aura besoin
pour montrer l’inclusion inverse. Supposons que le dernier point ait été
démontré, alors on a

dim(F⊥)⊥ = n− dimF⊥ = n− (n− dimF ) = dimF

et donc F est un sous-espace vectoriel de (F⊥)⊥ de même dimension,
ce qui entrâıne

F = (F⊥)⊥.

(vi) Supposons que m = dimF , on choisit (f1, . . . , fm) une base de F que
l’on complète en une base (f1, . . . , fn) de E. Par le procédé d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt, on construit une base orthonormée de E
telle que

F = vect(f1, . . . , fm) = vect(e1, . . . , em).

Montrons que

F⊥ = vect(em+1, . . . , en)

ce qui prouvera

dimF⊥ = n−m = n− dimF.

Soit x ∈ F⊥

x =

n∑
j=1

⟨x, ej⟩ej =
n∑

j=m+1

⟨x, ej⟩ej ∈ vect(em+1, . . . , en)

et on a donc l’inclusion F⊥ ⊂ vect(em+1, . . . , en). Inversement, par
construction (em+1, . . . , en) ∈ F⊥ et ainsi puisque F⊥ est un sous-
espace vectoriel

vect(em+1, . . . , en) ⊂ F⊥.

La proposition est démontrée. □

Proposition 1.21. Un espace euclidien E se décompose en une somme directe
entre un sous-espace vectoriel F et son orthogonal

E = F ⊕ F⊥.
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Démonstration. Montrons que F et F⊥ sont supplémentaires

(1) soit x ∈ F ∩ F⊥ alors ∥x∥2 = ⟨x, x⟩ = 0 et donc x = 0,

(2) dimF⊥ = n−dimF . Un autre point de vue consiste à considérer comme
dans le point (vi) de la preuve de la proposition 1.20 une base ortho-
normée (e1, · · · , en) telle que

F = vect(e1, . . . , em)

et on peut alors décomposer tout vecteur x ∈ E sous la forme

x =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩ej =
m∑
j=1

⟨x, ej⟩ej︸ ︷︷ ︸
=f∈F

+
n∑

j=m+1

⟨x, ej⟩ej︸ ︷︷ ︸
=g∈F⊥

d’une somme d’un vecteur f ∈ F et g ∈ F⊥.

□

Définition 1.22. Soit F un sous-espace vecotriel de E, la projection orthogo-
nale sur F est l’application

πF : E → E

telle que
x− πF (x) ∈ F⊥.

Cette projection est définie sans ambiguité car E = F ⊕ F⊥ et ainsi tout
vecteur x se décompose de manière unique sous la forme

x = f + g, f ∈ F, g ∈ F⊥

et donc πF (x) = f ∈ F avec g = x− f = x− πF (x) ∈ F⊥. Notons que l’on a

πF⊥ = IdE − πF

ceci est cohérent avec (F⊥)⊥ = F

πF = IdE − πF⊥ = IdE − (IdE − πF ).

Remarque 1.23. Si l’on dispose d’une base orthonormée B = (e1, · · · , en) telle
que

F = vect(e1, . . . , em)

alors on peut facilement projeter orthogonalement sur F

πF (x) =

m∑
j=1

⟨x, ej⟩ej .

La matrice d’une projection orthogonale dans une base orthonormée dans cette
base est donnée par

PF = MatB(πF ) =

(
Im 0
0 0

)
.

Notons également que l’on peut revisiter le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt en constatant que pour orthonormaliser la base B = (v1, . . . , vn),
à l’étape j + 1, on projète vj+1 sur l’orthogonal du sous-espace

Fj = vect(e1, . . . , ej)
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engendré par les j premiers vecteurs déjà orthonormalisés

ej+1 =
vj+1 − πFj (vj+1)

∥vj+1 − πFj (vj+1∥
=

πF⊥
j
(vj+1)

∥πF⊥
j
(vj+1)∥

.

Lemme 1.24. La projection orthogonale est une projection

πF ◦ πF = πF ,

c’est la projection sur F parallèlement à F⊥, i.e.

kerπF = F⊥, ImπF = F.

Démonstration. Soit x ∈ E, on a

x = f + g, f ∈ F, g ∈ F⊥

et f = πF (x), or f = f + 0 avec f ∈ F et 0 ∈ G et cette décomposition est
unique donc π2

F (x) = πF (f) = f . En outre, on a ImπF = F car ImπF ⊂ F

et pour tout f ∈ F on a f = πF (f) ∈ ImπF . Enfin F⊥ ⊂ kerF toujours par
unicité de la décomposition dans F ⊕ F⊥ et si x ∈ kerF alors

x = x− πF (x) ∈ F⊥

ce qui donne kerF ⊂ F⊥ et ainsi kerF = F⊥. □

On peut maintenant calculer la distance à un sous-espace vectoriel F ⊂ E

d(x, F ) = inf
f∈F

∥x− f∥

puisque par le théorème de Pythagore

∥x− f∥2 = ∥ x− πF (x)︸ ︷︷ ︸
=π

F⊥ (x)∈F⊥

+πF (x)− f︸ ︷︷ ︸
∈F

∥2 = ∥x− πF (x)∥2 + ∥πF (x)− f∥2

≥ ∥x− πF (x)∥2

est minimale lorsque f = πF (x). En outre, on a

∥x− πF (x)∥2 = ∥x∥2 + ∥πF (x)∥2 − 2⟨x, πF (x)⟩
= ∥x∥2 + ∥πF (x)∥2 − 2⟨πF (x), πF (x)⟩ − 2 ⟨πF⊥(x), πF (x)⟩︸ ︷︷ ︸

=0

= ∥x∥2 − ∥πF (x)∥2.
Ainsi a-t-on démontré le résultat suivant.

Proposition 1.25. Soit F un sous espace vectoriel de E, alors la distance d’un
vecteur x ∈ E à F est atteinte en πF (x) ∈ F et égale à

d(x, F ) = ∥x− πF (x)∥ =
√
∥x∥2 − ∥πF (x)∥2.

Exemple 1.26. La distance à une droite

F = Vect(ω)

dirigée par un vecteur unitaire ω est donnée par

d(x, F ) =
√

∥x∥2 − ⟨x, ω⟩2.
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La distance à un hyperplan

F = ω⊥

de normale le vecteur unitaire ω est donnée par

d(x, F ) = |⟨x, ω⟩|

Remarque 1.27. Il est facile d’obtenir une version affine du résultat précédent :
la distance d’un vecteur x ∈ E au sous-espace affine

a+ F = {a+ f : f ∈ F
}

est égale à

d(x, a+ F ) = d(x− a, F ) = ∥x− a− πF (x− a)∥.

Définition 1.28. Soit F un sous-espace vectoriel de E, la symétrie orthogonale
par rapport à F est l’application σF : E → E donnée par

σF = πF − πF⊥ = IdE − 2πF .

C’est bien une involution (ou une symétrie vectorielle sur F parallèlement à
F⊥)

σ2
F = σF ◦ σF = IdE .

En effet, on a

σ2
F = IdE + 4πF − 4πF = IdE ,

et alternativement

ker(σF − IdE) = kerπF⊥ = F, ker(σF + IdE) = kerπF = F⊥.

1.4. Adjoints.

Définition 1.29. Soit u ∈ L(E) un endomorphisme, il existe un unique endo-
morphisme u∗ ∈ L(E) tel que pour tous vecteurs x, y ∈ L(E)

⟨u(x), y⟩ = ⟨x, u∗(y)⟩.

Cet endomorphisme est l’appelé l’adjoint de u.

Montrons l’unicité et l’existence d’un tel endomorphisme par analyse et
synthèse : soit B = (e1, . . . , en) une base orthonormée, on décompose

u∗(x) =

n∑
j=1

⟨u∗(x), ej⟩ej

et comme la définition de l’adjoint implique ⟨u∗(x), ej⟩ = ⟨x, u(ej)⟩, on en déduit
l’expression de u∗

u∗(x) =

n∑
j=1

⟨x, u(ej)⟩ej .

Réciproquement, l’application définie par cette formule vérifie

⟨x, u∗(y)⟩ =
n∑

j=1

⟨y, u(ej)⟩⟨x, ej⟩ =
〈
y, u

( n∑
j=1

⟨x, ej⟩ej
)〉

= ⟨u(x), y⟩.
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Ce qui montre l’existence de l’adjoint et donne l’expression de la matrice de u∗

dans la base B
MatB(u

∗) = (⟨ej , u(ek)⟩)1≤j,j≤n = t(⟨u(ej), ek⟨)1≤j,j≤n = tMatB(u).

Proposition 1.30. L’adjonction vérifie les propriétés suivantes

(i) (λu+ µv)∗ = λu∗ + µv∗

(ii) (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗

(iii) (u∗)∗ = u

(iv) ∥u∗∥ = ∥u∥
(v) det(u∗) = detu

(vi) keru∗ = (Imu)⊥, Imu∗ = (keru)⊥.

Ainsi l’adjonction ∗ : L(E) → L(E) est une involution linéaire qui conserve la
norme et le déterminant et inverse l’ordre de composition.

Remarque 1.31. Rappelons que le déterminant de u peut être défini en choi-
sissant une base B = (e1, . . . , en) par

detu = detB(u(e1), . . . , u(en)) = detA, A = MatB(u)

où detB est l’unique déterminant tel que detB(e1, . . . , en) = 1. Ce déterminant
ne dépend pas de la base choisie car si P désigne une matrice de passage d’une
base à l’autre

det(PAP−1) = detA.

Démonstration.

(i) On a

⟨x, (λu+ µv)∗(y)⟩ = ⟨λu(x) + µv(x), y⟩ = λ⟨u(x), y⟩+ µ⟨v(x), y⟩
= λ⟨x, u∗(y)⟩+ µ⟨x, v∗(y)x, ⟩ = ⟨λu∗(y) + µv∗(y)⟩

pour tous vecteurs x et y et par conséquent (λu+ µv)∗(y) = λu∗(y) +
µu∗(y) pour tout vecteur y ∈ E.

(ii) On a

⟨x, (u ◦ v)∗(y)⟩ = ⟨u(v(x)), y⟩ = ⟨v(x), u∗(y)⟩ = ⟨x, v∗(u∗(y))⟩
= ⟨x, v∗ ◦ u∗(y)⟩

pour tous vecteurs x et y, et par conséquent (u ◦ v)∗(y) = v∗ ◦ u∗(y)
pour tout y ∈ E.

(iii) On a

⟨x, (u∗)∗(y)⟩ = ⟨u∗(x), y⟩ = ⟨y, u∗(x)⟩ = ⟨u(y), x⟩ = ⟨x, u(y)⟩
pour tous vecteurs x et y, et par conséquent (u∗)∗(y) = u(y) pour tout
vecteur y ∈ E.

(iv) D’après le corollaire 1.10, on a

∥u∥ = max
x∈E/∥x∥=1

∥u(x)∥ = max
x,y∈E/∥x∥=∥y∥=1

|⟨u(x), y⟩|

= max
x,y∈E/∥x∥=∥y∥=1

|⟨x, u∗(y)⟩| = max
y∈E/∥y∥=1

∥u∗(y)∥ = ∥u∗∥.
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(v) Soit A la matrice de u dans une base orthonormée (e1, . . . , en) de E
alors

detu = detA = det tQ = det(u∗).

(vi) Si keru∗ = (Imu)⊥ est vrai pour tout endomorphisme u alors en appli-
quant cette relation à l’endomorphisme adjoint, on obtient

keru = ker(u∗)∗ = (Imu∗)⊥

et en passant à l’orthogonal

Imu∗ = ((Imu∗)⊥)⊥ = (keru)⊥.

Il suffit donc de vérifier keru∗ = (Imu)⊥ : soit x ∈ keru∗ alors pour
tout y ∈ E

⟨x, u(y)⟩ = ⟨u∗(x), y⟩ = 0

donc x ∈ (Imu)⊥. Réciproquement, si x ∈ (Imu)⊥ alors on a

⟨u∗(x), y⟩ = ⟨x, u(y)⟩ = 0

pour tout y ∈ E et ainsi u∗(x) ∈ E⊥ donc x ∈ keru∗.

□

On rappelle que le polynôme caractéristique de u est défini comme

χu(t) = det
(
A− tIn

)
où A est la une matrice de u dans une base. Cette définition est bien sûr
inépendante du choix de la base car si l’on note P la matrice de passage d’une
base à l’autre, on a

det
(
PAP−1 − tIn

)
= detP det

(
A− tIn

)
detP−1 = det

(
A− tIn

)
.

Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme et celui de son adjoint sont
égaux

χu∗ = χu

car
χu∗(t) = det

(
tA− tIn

)
= det

(
A− tIn

)
= χu(t).

Définition 1.32. On dit qu’un endomorphisme est autoadjoint (ou symétrique)
si u∗ = u et antiadjoint (ou antisymétrique) si u∗ = −u. On dit qu’une ma-
trice est symétrique (resp. antisymétrique) si l’endomorphisme associé est auto-
adjoint (resp. anti-adjoint), i.e. si

tA = A ( resp. tA = A).

Exemple 1.33. La projection orthogonale est une application auto-adjointe

π∗
F = πF .

En effet, on a
⟨πF (x), y⟩ = ⟨πF (x), πF (y)⟩ = ⟨x, πF (y)⟩

pour tous vecteurs x, y ∈ E. Alternativement, la matrice d’une projection ortho-
gonale est symétrique. Par conséquent, une symétrie orthogobale est également
autoadjointe

σ∗
F = π∗

F − π∗
F⊥ = πF − πF⊥ = σF .
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On s’intéresse maintenant à la question de la réduction des endormorphismes
ou matrices symétriques. Commençons par le cas de la dimension 2.

Exemple 1.34. On considère la matrice suivante

M =

(
a b
b c

)
avec a, b, c ∈ R, et on s’intéresse au cas b ̸= 0 où la matrice n’est pas diagonale.
Le polynôme caractéristique est donné par

χM (t) = t2 − (a+ c)t+ ac− b2.

Son discriminant est

∆ = (a+ c)2 − 4(ac− b2) = (a− c)2 + 4b2 > 0

il y a donc deux racines réelles distinctes et la matriceM est donc diagonalisable

λ± =
1

2

(
a+ c±

√
(a− c)2 + 4b2

)
.

Soit (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} un vecteur propre de M associé à la valeur propre
λ+, ainsi (x, y) est solution du système 1{

(a− λ+)x+ by = 0

bx+ (c− λ+)y = 0

et comme
λ+ + λ− = a+ c

le vecteur (x, y) est solution de{
(λ− − c)x+ by = 0

bx+ (λ− − a)y = 0

ce qui s’écrit encore {
(a− λ−)y − bx = 0

by − (λ− − c)x = 0

ce qui signifie que (−y, x) est un vecteur propre associé à la valeur propre λ−.
Ainsi, si l’on note

P =
1√

x2 + y2

(
x −y
y x

)
on constate que

P−1 = tP

et par conséquent

M = P

(
1
2

(
a+ c+

√
(a− c)2 + 4b2

)
0

0 1
2

(
a+ c−

√
(a− c)2 + 4b2

)) tP.

Notons que si l’on choisit
x√

x2 + y2
= cos θ,

y√
x2 + y2

= sin θ

1. Une solution explicite est par exemple x = 1, y = (a− λ+)/b.
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alors

P =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
est une matrice de rotation. Sur le cas de la dimension 2, on constate donc que
les valeurs propres sont réelles, et que les vecteurs propres sont orthogonaux.

On dit qu’une matrice est orthogonale si ses ses vecteurs colonnes forment
une base orthonormée. On étudiera plus en détail ces matrices par la suite.

Théorème 1.35. Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien,
alors u est diagonalisable. Il existe une base orthornormée de vecteurs propres.
Par conséquent, toute matrice symétrique à coefficients réels est diagonalisable.,
avec une matrice de passage orthogonale.

Lemme 1.36. Les valeurs propres de u sont réelles.

Démonstration. Commençons par montrer qu’un endomorphisme auto-adjoint
ne peut avoir de valeur propre purement imaginaire. Soit µ ∈ R∗, supposons
que l’on ait

u2(x) + µ2x = 0

alors en prenant le produit scalaire avec x

∥u(x)∥2 + µ2∥x∥2 = 0

ce qui entrâıne x = 0. Ainsi l’endomorphisme u2+µ2IdE est inversible et on en
tire

|χu(iµ)|2 = χu(iµ)χu(iµ) = det(A+ iµIn) det(A− iµIn)

= det(A2 + µ2In) = det
(
u2 + µ2IdE

)
̸= 0.

Ce qui signifie que iµ ne peut être valeur propre de u.
Soit λ une valeur propre d’un endomorphisme auto-adjoint u. L’endomor-

phisme v = u − Re(λ)IdE est auto-adjoint et admet i Im(λ) comme valeur
propre, d’après la première partie de la preuve, on a forcément Imλ = 0. □

Remarque 1.37. Une autre preuve (plus directe) consiste à considérer un vec-
teur propre Z ∈ Cn associée à la valeur propre λ ∈ C de la matrice symétrique
A de u dans une base orthonormée

AZ = λZ, Z = (z1, . . . , zn) ̸= 0

et de constater que

λ =

( n∑
j=1

|zj |2
)−1 n∑

j,k=1

aj,kzj z̄k

de sorte que

λ̄ =

( n∑
j=1

|zj |2
)−1 n∑

j,k=1

aj,kz̄jzk =

( n∑
j=1

|zj |2
)−1 n∑

j,k=1

ak,jzkz̄j = λ

implique que la valeur propre λ est réelle.
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Le spectre σ(u) de u est l’ensemble des valeurs propres de u, i.e. des racines
du polynôme caractéristique χu de u. On introduit maintenant l’espace propre
associée à une valeur propre λ ∈ σ(u)

Eλ = ker
(
u− λIdE

)
.

Lemme 1.38. Deux espaces propres Eλ et Eµ associés à deux valeurs propres
distinctes λ ̸= µ sont orthogonaux.

Démonstration. Soient x, y deux vecteurs propres associés respectivement à la
valeur propre λ et à la valeur propre µ ̸= λ alors on a

λ⟨x, y⟩ = ⟨u(x), y⟩ = ⟨x, u(y)⟩ = µ⟨x, y⟩
et par conséquent

(λ− µ)⟨x, y⟩ = 0

ce qui implique que x et y sont orthogonaux. □

Démonstration du théorème 1.35. On considère l’ensemble des valeurs propres
(distinctes) de u

σ(u) =
{
λ1, . . . , λm

}
et le sous-espace vectoriel

F = Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλm .

On a la décomposition en somme direct

E = F ⊕ F⊥.

Il est clair que F est stable par u

u(F ) ⊂ F

puisque si (x1, . . . , xm) ∈ F1 × · · · × Fm

u

( m∑
j=1

xj

)
=

m∑
j=1

λjxj ∈ F.

Ceci entrâıne que F⊥ est stable par u

u(F⊥) ⊂ F⊥

car si x ∈ F⊥ et si f ∈ F

⟨u(x), f⟩ = ⟨x, u(f)︸︷︷︸
∈F

⟩ = 0.

Ceci permet de dire que v = u|F⊥ est un endomorphisme de F⊥, évidemment
auto-adjoint. Si F⊥ ̸= {0} alors v = u|F⊥ est un endomorphisme auto-adjoint
de F⊥ qui est un sous-espace vectoriel de dimension ≥ 1. Le polynôme ca-
ractéristique de v admet au moins une racine, et toutes ses racines sont réelles
puisque v est auto-adjoint. Il admet donc une valeur propre réelle, il existe ainsi
x ∈ F⊥ tel que

u(x) = λx

ce qui veut dire λ ∈ σ(u) et donc que x ∈ F , ce qui est absurde.
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Si M est une matrice symétrique, l’endomorphisme associé

u : Rn → Rn

X 7→ MX

est auto-adjoint pour le produit scalaire canonique ⟨X,Y ⟩ = tXY

⟨u(X), Y ⟩ = t(MX)Y = tX tMY = tXMY = ⟨X,u(Y )⟩

il existe donc une base (v1, . . . , vn) de vecteurs propres orthonormée, et en
notant P la matrice de passage de la base canonique (e1, . . . , en) à cette base
de vecteurs propres

Pej = vj

on a

M = P

λ1

. . .

λn

P−1

avec λ1, . . . , λn les valeurs propres réelles de l’endomorphisme u et donc de la
matrice M . On verra par la suite que le caractère orthogonale de la matrice de
passage P implique

P−1 = tP.

Ce qui montre que la matrice M est diagonalisable (avec une matrice diagonale
réelle et une matrice de passage orthogonale P )

M = P

λ1

. . .

λn

 tP.

Ceci termine la d’emonstration du théorème de diagonalisation des endomor-
phismes symétriques. □

2. Groupe orthogonal

2.1. Changement de bases orthonormées. Dans un espace euclidien E, on
considère deux bases orthonormées B = (e1, . . . , en) et C = (f1, . . . , fn). On
peut décomposer les vecteurs de la base C dans la base B

fj =
n∑

k=1

⟨fj , ek⟩ek

et on obitent ainsi la matrice de passage de la base B à la base C (dont les
vecteurs colonnes sont les vecteurs f1, . . . , fn exprimés dans la base B de sorte
que fj = Pej)

P = MatB(C) = (⟨fj , ek⟩)1≤j,k≤n.

Le fait que la base C soit orthonormée s’écrit

δj,k = ⟨fj , fk⟩ =
n∑

ℓ=1

⟨fj , eℓ⟩⟨fk, eℓ⟩
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c’est-à-dire

In = P tP.

Ceci implique que P−1 = tP . On le voit également en intervertissant les rôles
de B et C

P−1 = MatC(B) = (⟨ej , fk⟩)1≤j,k≤n = tP.

On a alors également
tPP = In.

Inversement, soit P une matrice vérifiant cette relation, alors la famille des
vecteurs colonnes (f1, . . . , fn) de la matrice

fj = Pej

est orthonormée pour le produit scalaire canonique

⟨x, y⟩ =
n∑

j=1

xjyj =
tXY x =

n∑
j=1

xjej , y =

n∑
j=1

yjej

(pour lequel la base canonique est orthonormée)

⟨fj , fk⟩ = t(Pej)(Pek) =
tej

tPPek = tejek = δj,k.

Cela signifie que les colonnes d’une matrice orthogonale forment une base or-
thonormée. Comme la transposée d’une matrice orthogonale est elle-même une
matrice orthogonale, les lignes d’une matrice orthogonale forment également
une base orthonormée.

Définition 2.1. On dit qu’une matrice U ∈ M(n,R) est orthogonale si

tUU = U tU = In

autrement dit si U est une matrice de passage de la base canonique à une base
orthonormée (ou encore une matrice dont les colonnes ou les lignes forment
une base orthonormée). On note

O(n,R) =
{
U ∈ M(n,R) : tUU = In

}
l’ensemble des matrices orthonomées.

Lemme 2.2. Les matrices orthogonales forment un sous-groupe du groupe
linéaire GL(n,R) (groupe des matrices inversibles) stable par adjonction.

Démonstration. L’élément neutre est la matrice identité qui est une matrice
orthogonale et le produit de deux matrices orthogonales U et V est une matrice
orthogonale

t(UV )(UV ) = tV tUUV = tV tV = In.

et l’inverse U−1 = tU d’une matrice orthogonale est orthogonale. □
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2.2. Généralités.

Définition 2.3. Dans un espace vectoriel normé, une isométrie (vectorielle)
est un endomorphisme u ∈ L(E) qui préserve la norme

∥u(x)∥ = ∥x∥.

Lemme 2.4. Un endomorphisme u ∈ L(E) est une isométrie si et seulement
s’il conserve le produit scalaire

⟨u(x), u(y)⟩ = ⟨x, y⟩, x, y ∈ E

ou de manière équivalente si et seulement si

u∗ ◦ u = u ◦ u∗ = IdE

ou encore de manière équivalente si et seulement si l’image d’une base ortho-
normée de E est une base orthonormée de E.

Démonstration. Soit u ∈ L(E) une isométrie alors

∥u(x+ y)∥2 = ∥u(x)∥2 + ∥u(y)∥2 + 2⟨u(x), u(y)⟩ = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨u(x), u(y)⟩
et comme u est une isométrie,

∥u(x+ y)∥2 = ∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2⟨x, y⟩
on en tire en comparant les deux relations

⟨u(x), u(y)⟩ = ⟨x, y⟩, x, y ∈ E

ce qui est équivalent à

⟨x, u∗ ◦ u(y)⟩ = ⟨x, y⟩, x, y ∈ E

soit u∗◦u = IdE , i.e. u
∗ = u−1. La réciproque est claire. Enfin, remarquons que si

(e1, . . . , en) est une base orthonormée de E alors c’est le cas de (u(e1), . . . , u(en))
car

⟨u(ej), u(ek)⟩ = ⟨ej , ek⟩ = δj,k.

Réciproquement si u est un endomorphisme qui envoie une base orthonormée
(e1, . . . , en) de E sur une base orthonormée (u(e1), . . . , u(en)) de E, alors on a

∥u∗(x)∥2 =
n∑

j=1

|⟨u∗(x), ej⟩|2 =
n∑

j=1

|⟨x, u(ej)⟩|2 = ∥x∥2

ce qui permet de conclure que u∗, et donc u, est un endomorphisme orthogonal.
□

On appelle également une isométrie vectorielle un encomorphisme orthogonal
(ou un automorphisme orthogonal) ou une transformation unitaire. On note

O(E) =
{
u ∈ L(E) : u∗ ◦ u = IdE

}
l’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E. Le choix d’une base ortho-
normée permet de construire un isomorphisme entre le groupe des isométries et
le groupe des matrices orthogonales

O(E) ≃ O(n,R).



21

En effet, si l’on choisit une base orthonormée B de E alors un endomorphisme
orthogonal u envoie B sur une base orthonormée de E, et les colonnes de la
matrice de u dans B forment donc une base orthonormée, ce qui signifie que
c’est une matrice orthogonale. Par conséquent,

φ : O(E) → O(n,R)

u 7→ MatB(u)

est un isomorphisme de groupe d’inverse donnée par

φ−1(U)(x) =
n∑

j=1

(UX)jej , X =

⟨x, e1⟩
...

⟨x, en⟩

 .

Exemple 2.5. Les symétries orthogonales σF

σ∗
F = σF = σ−1

F

sont des endomorphismes orthogonaux (autoadjoints). Dans E = R2, une ma-
trice de rotation (

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
, θ ∈ [0, 2π]

est une matrice orthogonale.

Résumons la situation : les caractérisations suivantes sont équivalentes

(i) u ∈ O(E)

(ii) u∗ ◦ u = u ◦ u∗ = IdE

(iii) ∥u(x)∥ = ∥x∥ pour tout x ∈ E,

(iv) ⟨u(x), u(y)⟩ = ⟨x, y⟩ pour tous x, y ∈ E.

(v) u envoie une base orthonormée de E sur une base orthonormée de E.

et en ce qui concerne les matrices

(i) U ∈ O(n,R)

(ii) tUU = U tU = In,

(iii) t(UX)(UX) = tXX pour tous X ∈ Rn,

(iv) t(UX)(UY ) = tXY pour tous X,Y ∈ Rn,

(v) les colonnes de U forment une base orthonormée de Rn.

Avec ces caractérisations, on voit facilement

(detu)2 = (detU)2 = det(tUU) = 1

et on peut alors distinguer le sous-ensemble suivant

SO(E) =
{
u ∈ L(E) : detu = 1

}
et du côté matriciel

SO(n,R) =
{
U ∈ M(n,R) : tUU = In

}
.

À nouveau, c’est un sous-groupe ; pour s’en rendre compte, il suffit de remarquer
que c’est l’intersection du sous-groupe O(n,R) de GL(n,R) et du noyau du
morphisme de groupe det : (GL(n,R),×) → (R∗,×).
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Lemme 2.6. Les valeurs propres 2 d’une matrice orthogonale sont contenus
dans le disque U = {λ ∈ C : |λ| = 1} de C

σ(U) ⊂ U.

Démonstration. On commence par observer

(U − λIn)(
tU + λ̄) = (1− |λ|2)In + λ̄U − λ tU

de sorte que si |λ| ≠ 1, en passant au déterminant

χu(λ)χu(−λ) = (1− |λ|2)n det(In +A)

avec

A = µ̄U − µ tU, µ =
λ

1− |λ|2
∈ C.

Ainsi, il suffit de vérifier que In + A est inversible pour en déduire que λ n’est
pas racine du polynôme caractéristique de u lorsque |λ| ≠ 1. Remarquons que

A∗ =
t
Ā = −A

et ainsi

|det(In +A)|2 = det((In +A∗)(In +A)) = det(In +A∗A) > 0.

En effet si Z ∈ Cn est tel que

Z = −A∗AZ

alors
n∑

j=1

|zj |2 = t
Z̄Z =

t
AZAZ = −

n∑
j=1

∣∣∣∣ n∑
k=1

aj,kzk

∣∣∣∣2 ≤ 0

implique Z = 0. □

Autre démonstration. Soit λ ∈ C une valeur propre de U , il existe un vecteur
z ∈ Cn tel que

λzj =

n∑
k=1

uj,kzk

et par conséquent

|λ|2|zj |2 =
n∑

k,ℓ=1

uj,kuj,ℓzkz̄ℓ

ce qui donne

|λ|2 =
( n∑

j=1

|zj |2
)−1 n∑

k,ℓ=1

( n∑
j=1

uj,kuj,ℓ︸ ︷︷ ︸
=δk,ℓ

)
zkz̄ℓ = 1

et la valeur propre λ est donc de module 1. □

Lemme 2.7. Soit u ∈ O(E) et soit F un sous-espace stable par F alors on a

u(F ) = F, u(F⊥) = F⊥.

2. Les valeurs propres complexes ou les racines du polynôme caractéristique.
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Démonstration. Montrons d’abord que F = u(F ). Pour cela, il suffit de consta-
ter que dimF = dimu(F ) puisque une base orthonormée de F est envoyée par
u sur une famille orthonormée de F . Ceci implique

F = u∗(u(F )) = u∗(F ).

Soit x ∈ F⊥ alors pour tout f ∈ F

⟨u(x), f⟩ = ⟨u(x), u(u∗(f))⟩ = ⟨x, u∗(f)⟩ = 0

puisque u∗(f) ∈ F . On en déduit que F⊥ est stable par u et ainsi par le
raisonnement du début de cette preuve que u(F⊥) = F⊥. □

2.3. En dimension 2. En dimension n = 2, il est relativement facile de
déterminer toutes les matrices du groupe spécial orthogonal

U =

(
u1,1 u1,2
u2,1 u2,2

)
.

Les relations

u2j,1 + u2j,2 = 1

entrâınent

U =

(
cos θ1 cos θ2
sin θ1 sin θ2

)
.

Le fait que les deux colonnes sont orthogonales

cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 = cos(θ1 − θ2) = 0

et le fait que le déterminant vaut 1

detU = cos θ1 sin θ2 − sin θ1 cos θ2 = sin(θ1 − θ2) = 1

impliquent

θ1 − θ2 =
π

2
mod 2π

et ainsi toute matrice du groupe spécial orthogonal est une matrice de rotation

U =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
= Rθ.

On a donc

SO(2,R) =

{
Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
: θ ∈ R

}
avec les formules

RθRω = Rθ+ω, R−1
θ = tRθ = R−θ.

Ce qui montre que l’application

(R/(2πZ),+) → SO(2,R)

θ 7→ Rθ

est un isomorphisme de groupe. Notons que le polynôme caractéristique d’une
rotation Rθ s’écrit

χRθ
(t) = t2 − 2t cos θ + 1
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et que les valeurs propres sont donc

σ(Rθ) =
{
eiθ, e−iθ

}
⊂ U.

Remarque 2.8. Une particularité de la dimension n = 2 est qu’il est facile de
déterminer un vecteur orthogonal à un vecteur x ̸= 0 de même norme

x⊥ = Rπ/2(x) = (−y, x)

le seul autre vecteur orthogonal de même norme est −x⊥.

Pour déterminer l’ensemble des matrices orthogonales, il suffit de considérer
la matrice orthogonale

S =

(
−1 0
0 1

)
, detS = −1

(qui est la symétrie orthogonale par rapport à l’axe des ordonnées), en effet si
U ∈ O(2,R) a pour déterminant −1, alors

SU ∈ SO(2,R)

et donc SU est une rotation Rθ donc

U = S(SU) = SRθ =

(
− cos θ sin θ
sin θ cos θ

)
.

Finalement, on a déterminé le groupe des matrices orthogonales 2× 2

O(2,R) =

{
Rθ =

(
ε cos θ −ε sin θ
sin θ cos θ

)
: θ ∈ R, ε ∈ {±1}

}
.

La traduction est la suivante pour les endomorphismes : un endomorphisme
orthogonal est soit une rotation, soit la composée d’une symétrie et d’une rota-
tion.

Remarquons pour terminer que si

J =

(
0 −1
1 0

)
alors comme J2 = −I2

exp(θJ) =

∞∑
p=0

(−1)p

(2p)!
θ2pI2 +

∞∑
p=0

(−1)p

(2p+ 1)!
θ2p+1J = cos θ I2 + sin θ J = Rθ.

L’algèbre des matrices symétriques

so(2,R) =
{
M ∈ M(2,R) : tM = −M

}
est la droite vectorielle engendrée par J

so(2,R) = vect (J).

Théorème 2.9. L’exponentielle

exp : so(2,R) → SO(2,R)

est une surjection.
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2.4. En dimension 3. Le cas de la dimension n = 3 est à peine plus compliqué.
Soit U une matrice orthogonale de déterminant 1. Les valeurs propres de U sont
de module 1, leur produit vaut 1 et comme le polynôme caractéristique est à
coefficients réels, il y a deux racines qui sont conjuguées

λµµ̄ = λ|µ|2 = λ = 1

donc 1 est valeur propre et le spectre est de la forme

σ(U) =
{
1, eiθ, e−iθ

}
avec θ ∈ [0, 2π]. Comme 1 est valeur propre, il existe un vecteur propre ω ∈ R3

(par exemple unitaire)

Uω = ω

l’orthogonal F = vect(ω)⊥ de la droite engendrée par e est stable par l’endo-
morphisme u : R3 → R3 associé à U

u(F ) ⊂ F

car pour tout x ∈ F

⟨u(x), ω⟩ = ⟨u(x), u(ω)⟩ = ⟨x, ω⟩ = 0.

On peut alors considérer la restriction

v = u|F
qui est un endomorphisme orthogonal sur F . Comme F est de dimension 2, la
matrice V de v dans n’importe quelle base orthonormée de F est une matrice
orthogonal de taille 2× 2

V ∈ SO(2,R)

et c’est donc d’après le paragraphe précédent une rotation

V =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

On en déduit donc qu’il existe une base orthonormée dans laquele, la matrice
de u s’écrit

U =

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 .

On en tire alors

SO(3,R) =

P

1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 tP : θ ∈ R, P ∈ O(3,R)

 .

Ceci n’est pas vraiment satisfaisant dans la mesure où l’on n’a déterminé une ex-
pression d’une matrice de SO(3,R) que modulo la conjugaison par une matrice
orthogonale.

L’exponentielle d’une matrice antisymétrique est unitaire car

t( expA) expA = exp(tA) expA = exp(−A) expA = In.
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L’algèbre des matrices antisymétriques

so(3,R) =
{
M ∈ M(3,R) : tM = M}

est de dimension 3 et une base est donnée par

J =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , K =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , L =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

Cette base est orthonormée pour le produit scalaire sur M(n,R) donné par

⟨A|B⟩ = 1

2
tr(tAB).

Soit ω ∈ R3 un vecteur unitaire

ω2
1 + ω2

2 + ω2
3 = 1

on considère la matrice antisymétrique (de norme 1)

M(ω) = ω1J + ω2K + ω3L

=

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 .

Son carré vaut

M(ω)2 =

−ω2
2 − ω2

3 ω1ω2 ω1ω3

ω1ω2 −ω2
1 − ω2

3 ω2ω3

ω1ω3 ω2ω3 −ω2
1 − ω2

2

 = −I3 + P (ω)

où P (ω) est la matrice

P (ω) =

 ω2
1 ω1ω2 ω1ω3

ω1ω2 ω2
2 ω2ω3

ω1ω3 ω2ω3 ω2
3


de la projection orthogonale sur la droite engendrée par ω

πω : R3 → R3

x 7→ ⟨x, ω⟩ω.

Ainsi le carré de M(ω) est l’opposé de la (matrice de) projection sur ω⊥. Notons
que chacune des colonnes de M(ω) est orthogonale à ω et ainsi

M(ω)P (ω) = 0

d’où l’on déduit

M(ω)3 = (−I3 + P (ω))M(ω) = −M(ω).

On peut alors calculer l’exponentielle

exp(θM(ω)) = I3 +

( ∞∑
p=1

(−1)p

(2p)!
θ2p

)
(I3 − P (ω)) +

( ∞∑
p=0

(−1)p

(2p+ 1)!
θ2p+1

)
M(ω)

= I3 + (cos θ − 1)(I3 − P (ω)) + sin θM(ω)

= I3 + sin θM(ω) + (1− cos θ)M(ω)2.
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Remarque 2.10. Soit A ∈ so(3,R) une matrice non nulle, alors la matrice de
norme 1

M =
1√

⟨A|A⟩
A

se décompose dans la base orthonormée (J,K,L)

M = M(ω), ω1 =
⟨A|J⟩√
⟨A|A⟩

, ω2 =
⟨A|K⟩√
⟨A|A⟩

, ω3 =
⟨A|L⟩√
⟨A|A⟩

,

et on a donc
expA = exp θM(ω), θ =

√
⟨A|A⟩.

Le vecteur ω est vecteur propre de exp(θM(ω)) associé à la valeur propre 1

exp(θM(ω))ω = ω

puisque
M(ω)ω = 0, M2(ω)ω = 0.

Soit alors x ∈ ω⊥, on a
⟨x,M(ω)x⟩ = 0

car M(ω) est antisymétrique

⟨x,M(ω)x⟩ = −⟨M(ω)x, x⟩ = −⟨x,M(ω)x⟩
ainsi que

∥M(ω)x∥2 = −⟨M(ω)2x, x⟩ = ∥x∥2

et en outre

exp(θM(ω))x = cos θ x+ sin θM(ω)x

exp(θM(ω))M(ω)x = − sin θx+ cos θM(ω)x.

Ainsi si l’on choisit x ∈ ω⊥ unitaire, dans la base orthonormée (ω, x,M(ω)x)
la matrice de exp(θM(ω)) prend la forme1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 .

Enfin, on a

cos θ =
1

2
tr exp(θM(ω)).

Théorème 2.11. L’application

S2 × [0, 2π] → SO(3,R)

(ω, θ) 7→ exp(θM(ω))

est surjective et par conséquent également

exp : so(3,R) → SO(3,R)

A 7→ expA.

En outre, toute rotation R de SO(3,R) vérifie la formule de Rodrigues

R = exp(θM(ω)) = I3 + sin θM(ω) + (1− cos θ)M(ω)2
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où θ = arccos
(
1
2 trR − 1) est l’angle de la rotation et ω ∈ S2 est l’axe de la

rotation.

Démonstration. Soit U une matrice de SO(3,R), soit ω un vecteur propre uni-
taire associé à la valeur propre 1 et

θ = arccos trU ∈ [0, π]

et soit x ∈ ω⊥ un vecteur unitaire orthogonal à ω, alors si ’on considère la
matrice bloc U correspondant à la restriction au plan (x,M(ω)x), c’est une
matrice de rotation, de trace TrU − 1 = 2 cos θ, donc de la forme Rθ ou
R−θ. Si c’est la matrice de rotation R−θ, il suffit de changer ω en −ω puisque
exp(θM(ω) = exp(−θM(−ω)). Dans la base orthonomrée (ω, x,M(ω)x), U et
exp(θM(ω)) ont donc même matrice ainsi

U = exp θM(ω) = exp(−θM(−ω))

ce qui montre la surjectivité de la première application, et comme

θM(ω) ∈ so(3,R)

également la surjectivité de la seconde. □

Définition 2.12. Le produit vectoriel de deux vecteurs x ∈ R3 et y ∈ R3 est
l’unique vecteur x ∧ y ∈ R3 tel que

⟨x ∧ y, z⟩ = det(x, y, z)

pour tous z ∈ R3.

Il nous faut prouver qu’un tel vecteur existe et est unique. Il vérifie

(x ∧ y)j = ⟨x ∧ y, ej⟩ = det(x, y, ej)

ce qui implique

x ∧ y =

x2y3 − x3y2
x1y3 − x3y1
x1y2 − x2y1

 .

Inversement, ce vecteur vérifie bien la définition du produit vectoriel

⟨x ∧ y, z⟩ =
3∑

j=1

zj⟨x ∧ y, ej⟩ =
3∑

j=1

zj det(x, y, ej) = det(x, y, z).

La définition du produit vectoriel implique

⟨x ∧ y, x⟩ = det(x, y, x) = 0, ⟨x ∧ y, y⟩ = det(x, y, y) = 0

que le vecteur x ∧ y est orthogonal à x et y

x ∧ y ⊥ x, x ∧ y ⊥ y.

De même, on voit que si x et y sont liés alors

⟨x ∧ y, z⟩ = det(x, y, z) = 0

pour tout z ∈ R3 et donc le produit vectoriel est nul x ∧ y = 0.

Lemme 2.13. Le produite vectoriel vérifie les propriétés suivantes

(i) L’application (x, y) 7→ x ∧ y est bilinéaire,
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(ii) y ∧ x = −x ∧ y (antisymétrie) pour tout x, y ∈ R3,

(iii) x ∧ (y ∧ z) = ⟨x, z⟩y − ⟨x, y⟩z pour tous x, y, z ∈ R3,

(iv) x ∧ (y ∧ z) + y ∧ (z ∧ x) + z ∧ (x ∧ y) = 0 (identité de Jacobi) pour tous
x, y, z ∈ R3.

(v) ∥x ∧ y∥2 = ∥x∥2∥y∥2 sin2 θ lorsque ⟨x, y⟩ = ∥x∥∥y∥ cos θ.

Démonstration.

(i) Ceci découle de la bilinéarité de (x, y) 7→ (x ∧ y)j = det(x, y, ej) pour
1 ≤ j ≤ 3.

(ii) La définition du produit vectoriel implique pour tout vecteur z ∈ R3

⟨x ∧ y + y ∧ x, z⟩ = det(x, y, z) + det(y, x, z) = 0

et ainsi x ∧ y + y ∧ x = 0.

(iii) Remarquons que l’on peut supposer que (y, z) est un système libre car
dans le cas contraire, les deux membres de l’égalité sont nuls. Dans ce cas,
l’espace

F = vect(y, z)

est un plan et son orthogonal F⊥ une droite. Comme (y, z) est libre, on
peut utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

w = z − ⟨z, y⟩
∥y∥2

y

pour obtenir une base orthogonale (y, w) de F . Comme on a

y ∧ (z + λy) = y ∧ z

et pareillement

⟨x, z + λy⟩y − ⟨x, y⟩(z + λy) = ⟨x, z⟩y − ⟨x, y⟩z
l’identité à démontrer prend alors la forme

x ∧ (y ∧ w) = ⟨x,w⟩y − ⟨x, y⟩w.
Comme on l’a remarqué après la construction du produit vectoriel

y ∧ w ∈ F⊥

et ainsi (y, w, y ∧ w) est une base orthogonale avec

F = vect(y, w), F⊥ = vect(y ∧ w).

En outre, (y/∥y∥, w/∥w∥, y ∧ w/∥y ∧ w∥) est une base orthonormée donc

det

(
y

∥y∥
,

w

∥w∥
,

y ∧ w

∥y ∧ w∥

)
= ±1

car c’est le déterminant d’une matrice orthogonale (la matrice de passage
de la base canonique à une autre base orthonormée), on en tire alors

det(y, w, y ∧ w) = ∥y ∧ w∥2 = ∥y∥∥w∥∥y ∧ w∥
et ainsi

∥y ∧ w∥ = ∥y∥∥w∥
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ce qui implique

⟨y ∧ (y ∧ w), w⟩ = det(y, y ∧ w,w) = −det(y, w, y ∧ y) = −∥y∥2∥w∥2.

Comme y ∧ (y ∧ w) est orthogonal à y et y ∧ w, il est colinéaire à w et
avec le calcul précédent

y ∧ (y ∧ w) = −∥y∥2w.

De même a-t-on, par permutation

w ∧ (y ∧ w) = ∥w∥2y.

On peut alors décomposer tout vecteur x ∈ R3 dans la base (y, w, y ∧ w)

x = λy + µw + ϱy ∧ w

et on obtient

x ∧ (y ∧ w) = −λ∥y∥2w + µ∥w∥2y.

Or les coordonnées de x sont données par

λ =
⟨x, y⟩
∥y∥2

, µ =
⟨x,w⟩
∥w∥2

,

aussi obtient-on

x ∧ (y ∧ w) = ⟨x,w⟩y − ⟨x, y⟩w

l’identité à démontrer.

(iv) On utilise la relation précédente

x ∧ (y ∧ z) = ⟨x, z⟩y − ⟨x, y⟩z
y ∧ (z ∧ x) = ⟨x, y⟩z − ⟨y, z⟩x
z ∧ (x ∧ y) = ⟨y, z⟩x− ⟨x, z⟩y

et en sommant, les termes se simplifient tous.

(v) Un cas particulier de l’identité (iii)

x ∧ (x ∧ y) = ⟨x, y⟩x− ∥x∥2y

donne

∥x ∧ y∥2 = det(x, y, x ∧ y) = −det(x, x ∧ y, y) = −⟨x ∧ (x ∧ y), y⟩
= ∥x∥2∥y∥2 − ⟨x, y⟩2 = ∥x∥2∥y∥2(1− cos2 θ) = ∥x∥2∥y∥2 sin2 θ.

Ce qui termine la preuve des propriétés du produit vectoriel. □

La matrice de l’endomorphisme

R3 → R3

x 7→ x ∧ ω

est la matrice antisymétrique

ω1J + ω2K + ω3L = M(ω).
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2.5. En dimension quelconque. Soit U une matrice orthogonale à coeffi-
cients réels de taille n

U ∈ O(n,R).

Théorème 2.14. Pour tout endomorphisme u ∈ SO(E) il existe une base
orthonormée B de Rn dans laquelle sa matrice prend la forme

Ip 0 0 · · · 0
0 −I2q 0 · · · 0

0 0 Rθ1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 Rθm


avec

θj ∈]0, π[∪]π, 2π[, 1 ≤ j ≤ m.

et
n = p+ 2q + 2m.

Notons que lorsque n est impair, on a forcément p ≥ 1 et p est impair.

Corollaire 2.15. Pour tout endomorphisme u ∈ O(E) il existe une base or-
thonormée B de Rn dans laquelle sa matrice prend la forme

Ip 0 0 · · · 0
0 −Iq 0 · · · 0

0 0 Rθ1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
0 0 · · · 0 Rθm


avec

θj ∈]0, π[∪]π, 2π[, 1 ≤ j ≤ m.

et
n = p+ q + 2m.

Remarque 2.16. Le polynôme caractérstique de u ∈ SO(E) s’écrit

χu(t) = (t− 1)p
m∏
k=1

(t− eiθk)(t− e−iθk)

= (t− 1)p
m∏
k=1

(t2 − 2 cos θk + 1).

Démonstration. L’endomorphisme

v =
u+ u∗

2
est auto-adjoint donc son spectre est constitué de valeurs propres réelles

σ(v) =
{
λ1, . . . , λN

}
et E se décompose comme la somme directe

E = F1 ⊕ · · · ⊕ FN
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des espaces propres

Fj = ker(v − λjId)

deux à deux orthogonaux

Fj ⊥ Fk j ̸= k.

Ces espaces propres sont stables par u, en effet on a

v ◦ u =
1

2
(u2 + IdE) = u ◦ v

et donc si x ∈ Fj

v(u(x)) = u(v(x)) = u(λjx) = λju(x).

Il suffit donc d’étudier les restrictions uj = u|Fj : Fj → Fj .
Commençons par les cas où 1 ou −1 sont valeurs propres de u. Si 1 est valeur

propre de u alors on a

ker(u− IdE) = ker(v − IdE)

car lorsque u(x) = x, on a

u∗(x) = u∗(u(x)) = x

et donc v(x) = x et réciproquement si v(x) = x alors

∥x∥2 = ⟨x, v(x)⟩ = ⟨x, u(x)⟩

par conséquent

∥u(x)− x∥2 = 2∥x∥2 − 2⟨u(x), x⟩ = 0

et ainsi u(x) = x. Il en est de même lorsque −1 est valeur propre de u

ker(u+ IdE) = ker(v + IdE).

Dans le cas où u ∈ SO(E), la dimension de cet espace propre est paire car le
déterminant de u qui est égal au produit des valeurs propres vaut 1.

On peut donc maintenant s’intéresser aux espaces Fj avec λj ̸= ±1. Soit un
vecteur propre ej ∈ Fj unitaire associé à la valeur propre λj alors on a

λj = ⟨v(ej), ej⟩ = ⟨u(ej), ej⟩

et par Cauchy-Schwarz

|λj | ≤ ∥u(ej)∥ = 1

ce qui implique que la valeur propre λj est de la forme

λj = cos θj , θj ∈]0, π[∪]π, 2π[.

En outre, en appliquant u à la relation

2v(ej) = u(ej) + u∗(ej) = 2 cos θjej

on trouve

u2(ej)− 2 cos θju(ej) + ej = 0.

Les vecteurs ej et u(ej) sont dans Fj et en outre

ej + u(ej) et ej − u(ej)
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sont orthogonaux et non nuls car on est dans le cas où λj ̸= ±1. Comme on a

∥ej + u(ej)∥2 = 2(1 + ⟨u(ej), ej⟩) = 2(1 + cos θj) = 4 cos2
θj
2

∥ej − u(ej)∥2 = 2(1− ⟨u(ej), ej⟩) = 2(1− cos θj) = 4 sin2
θj
2

il en découle que les vecteurs

e+j =
ej + u(ej)

2 cos
θj
2

, e−j =
ej − u(ej)

2 sin
θj
2

,

sont orthonormés et

u(e+j ) =
(1 + 2 cos θj)u(ej)− ej

2 cos
θj
2

= cos θje
+
j − sin θje

−
j

u(e−j ) =
(1− 2 cos θj)u(ej) + ej

2 cos
θj
2

= sin θje
+
j + cos θje

−
j

et la matrice de u restreinte au plan Pjvect(e
+
j , e

−
j ) = vect(e+j , e

−
j ) est de la

forme

Mat(e+j ,e−j )(u|Pj ) =

(
cos θj − sin θj
sin θj cos θj

)
= Rθj .

On décompose alors

Fj = Pj ⊕ P⊥
j

si P⊥
j = {0}, la matrice de uj = u|Fj est Rθj , et on a terminé. Et si P⊥

j ̸= {0},
on choisit un vecteur unitaire dans cet orthogonal et on réitère la construction
précédente. Finalement, l’espace Fj est de diemnsion paire et il existe une base
orthonorrmée dans laquelle la matrice de uj = u|Fj est diagonale par blocs avec
des blocs tous égaux à Rθj . □

Corollaire 2.17. L’exponentielle

exp : so(n,R) → SO(n,R)

est une surjection.

Démonstration. Soit U ∈ SO(n,R), d’après le théorème de réduction précédent,
il existe P ∈ O(n,R) telle que

U = P


Ip 0 · · · 0

0 Rθ1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 Rθm

 tP = P

exp


0p 0 · · · 0

0 θ1J
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 θmJ


 tP

= exp

P


0p 0 · · · 0

0 θ1J
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 θmJ

 tP
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et ainsi la matrice

P


0p 0 · · · 0

0 θ1J
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 θmJ

 tP

est un antécédent de U pour l’exponentielle. □

2.6. Orientation.

Définition 2.18. Dans un espace vectoriel euclidien, on dit que deux bases
orthonormées ont la même orientation si la matrice de passage de l’une à l’autre
a pour déterminant 1.

Lemme 2.19. Avoir la même orientation est une relation d’équivalence sur
l’ensemble des bases orthonormées, ne comportant que deux classes d’équiv-
alence.

Démonstration. Si B et C sont deux bases orthonormées, notons

B ∼ C ⇔ detP = 1, P = MatBC.
Vérifions alors

(i) la réflexivité : B ∼ B car det In = 1,

(ii) la symétrie : si B ∼ C alors detP = 1 et donc detP−1 = 1 ce qui
implique C ∼ B,

(iii) la transitivité : si B ∼ C et si C ∼ D alors comme

det(PQ) = detP detQ = 1

si P est la matrice de passage de B à C et si Q est la matrice de passage
de C à D.

Soit une base orthonormée B+ = (e1, . . . , en), on note B− = (−e1, e2, . . . , en), on
considère les classes d’équivalence [B+] de B+ et [B−] la classe de B−. L’ensemble
des bases orthonormées est partitioonnée sous la forme [B+] ∪ [B+]. □

Le choix d’une orientation sur un espace euclidien est le choix d’une classe
d’équivalence, c’est à dire le choix d’une base orthonormée. Les bases directes
sont celles qui sont dans la classe déquivalence de la base choisie, les bases
indirectes sont celles qui sont dans l’autre calsse d’équivalence.

Les endomorphismes orthogonaux de SO(E) (ou matrices spéciales orthogo-
nales) préservent l’orientation.

3. Formes quadratiques

3.1. Premières définitions. On s’intéresse à présent à des formes bilinéaires
qui ne sont pas des produits scalaires et des formes quadratiques qui ne sont
pas les carrés d’une norme.

Définition 3.1. Une forme quadratique est une application q : E → R tel qu’il
existe une forme bilinéaire b : E × E → R telle que

q(x) = b(x, x), x ∈ E.
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Toute forme bilinéaire b : E × E → R se décompose sous la forme

b(x, y) =
1

2
(b(x, y) + b(y, x))︸ ︷︷ ︸

=bs(x,y)

+
1

2
(b(x, y)− b(y, x))︸ ︷︷ ︸

=ba(x,y)

où bs est une forme bilinéaire symétrique

bs(x, y) = bs(y, x)

et ba est une forme bilinéaire antisymétrique

ba(y, x) = −ba(x, y).

Du point de vue algébrique, cela revient à dire que l’espace (vectoriel) des formes
bilinéaires est la somme directe de l’espace des formes bilinéaires symétriques
et de l’espace des formes bilinéaires antisymétriques. Du point de vue matriciel,
cela s’écrit

M(n,R) = so(n,R)⊕ S(n,R)

où S(n,R) est l’espace vectoriel des matrices symétriques. On a

q(x+ y) = q(x) + q(y) + b(x, y) + b(y, x) = q(x) + q(y) + 2bs(x, y)

et la forme bilinéaire (symétrique) est déterminée par la formule

bs(x, y) =
1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)).

Définition 3.2. Pour toute forme quadratique q, il existe une unique forme
bilinéaire symétrique b : E → E → R telle que

q(x) = b(x, x), x ∈ E

déterminée par la formule de polarisation

b(x, y) =
1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y), x, y ∈ E.

On appelle b la forme polaire associée à q.

Notons que l’on peut également écrire la formule de polarisation sous la forme
(plus symétrique ?)

b(x, y) =
1

4

(
q(x+ y)− q(x− y)

)
, x, y ∈ E.

Remarque 3.3. Ce résultat peutêtre reformulé de la façon suivante : l’appli-
cation entre l’espace (vectoriel) des formes bilinéaires B et l’espace (vectoriel)
des formes quadratiques Q

Φ : B → Q
b 7→ q

est une application linéaire surjective dont le noyau kerΦ est l’espace des formes
bilinéaires antisymétriques. La restriction de Φ à l’espace des formes bilinéaires
symétriques est un isomorphisme dont l’inverse est donnée par la formule de
polarisation.
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Définition 3.4. Le noyau d’une forme bilinéaire est le sous-espace vectoriel

ker b =
{
y ∈ E : b(x, y) = 0, ∀x ∈ E

}
.

On dit que b est non dégénérée si ker b = {0}. Le rang de la forme bilinéaire
est l’entier

rg(b) = n− dimker b.

Proposition 3.5. Soit (e1, . . . , en) une base de E et B la matrice de b dans
cette base, alors on a

ker b =

x ∈ E : x =

n∑
j=1

xjej ,

x1
...
xn

 ∈ kerB


et rg(b) = rg(B). La forme bilinéaire b est non dégénérée si et seulement si
detB ̸= 0.

Démonstration. Pour tous x =
∑n

j=1 xjej et y =
∑n

j=1 yjej

b(x, y) = tXBY

avec

X =

x1
...
xn

 et Y =

y1
...
yn

 .

Ainsi si y ∈ ker b alors
tXBY = 0

pour tout X ∈ Rn ce qui implique BY = 0 et donc Y ∈ kerB. □

Définition 3.6. Le cône d’isotropie d’une forme quadratique est l’ensemble
contenant l’origine

C(q) =
{
x ∈ E : q(x) = 0

}
.

On dit que la forme quadratique q est définie si C(q) = {0}. Le cône d’isotropie
contient le noyau de sa forme polaire b

ker b ⊂ C(q).

En particulier, une forme bilinéaire définie est non-dégénérée.

Le cône d’isotropie est un cône, i.e. pour tout scalaire λ ∈ R

x ∈ C(q) ⇒ λx ∈ C(q).

Si b est un produit scalaire, i.e. définie positive alors C(q) = {0} et donc la forme
quadratique q(x) = ∥x∥2 est définie. Ce qui explique ce choix de dénomination.

Lemme 3.7. Une forme bilinéaire b définie est soit définie positive, soit définie
négative (i.e. −b est définie positive). Ainsi les seules formes dont le cône d’iso-
tropie est trivial sont les produits scalaires ou leurs opposés.
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Démonstration. Supposons que q ne soit ni définie positive ni définie négative
alors il existe x ∈ E tel que q(x) < 0 et y ∈ E tel que q(y) > 0, on considère
alors le segment

(1− t)x+ ty, t ∈ [0, 1]

et la restriction de la forme quadratique à ce segment

f(t) = q((1− t)x+ ty),

Comme f(0) = q(x) < 0 et f(1) = q(y) > 0, le théorème des valeurs in-
termédiaires permet d’affirmer qu’il existe t0 ∈]0, 1[ tel que

f(t0) = q((1− t0)x+ t0y) = 0

ce qui signifie que (1− t0)x+ t0y ∈ C(q), et donc comme q est définie

(1− t0)x = −t0y

ce qui est absurde car cela impliquerait

(1− t0)
2q(x)︸ ︷︷ ︸

<0

= q((1− t0)x) = q(t0y) = t20q(y)︸ ︷︷ ︸
>0

.

La forme quadratique q ne peut donc être définie. □

Lemme 3.8. Soit b une forme bilinéaire symétrique positive alors le cône d’iso-
tropie de sa forme quadratique q

C(q) = ker b

est le noyau de b.

Démonstration. Il suffit de vérifier C(q) ⊂ ker b : soit x ∈ C(q), alors pour tout
y ∈ E on peut appliquer l’inégalité de Cauchy-Schwarz

|b(x, y)| ≤
√

q(x)q(y) = 0

ce qui implique b(x, y) = 0 et donc x ∈ ker b. □

3.2. Deux exemples.

3.2.1. Espace de Minkowski. On munit Rn+1 de la forme quadratique

q(x) = x20 −
n∑

j=1

x2j , x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1

dont la forme polaire a pour matrice

B =

(
1 0
0 −In

)
et est par conséquent non dégénérée. Le cône d’isotropie est le cône de lumière
donné par

C = C(q) =

{
x ∈ Rn+1 : x20 =

n∑
j=1

x2j

}
et la forme q n’est donc pas définie. On peut décomposer l’espace en

Rn+1 = T ∪ C ∪ E
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où

T =

{
x ∈ Rn+1 : x20 >

n∑
j=1

x2j

}
est l’ensemble des vecteurs de type temps

E =

{
x ∈ Rn+1 : x20 <

n∑
j=1

x2j

}
est l’ensemble des vecteurs de type espace, et C est le cône de lumière (dont les
vecteurs sont de type lumière). Les vecteurs de type temps se décomposent en
le passé et le futur

T = T− ∪ T+, T± =
{
x ∈ T : ±x0 > 0

}
.

3.2.2. Espace symplectique. Une forme symplectique est une forme bilinéaire
antisymétrique non dégénérée. L’antisymétrie équivaut au fait que la forme
quadratique associée est nulle

ω(x, x) = 0, x ∈ E.

En effet, si la forme quadratique associée est nulle alors

ω(x, y) + ω(y, x) = ω(x+ y, x+ y)− ω(x, x)− ω(y, y) = 0.

L’existence d’une forme symplectique implique que l’espace est de dimension
paire

dimE = 2n.

En effet, la matrice Ω d’une forme symplectique dans une base de E est anti-
symétrique, on a donc

detΩ = det tΩ = det(−Ω) = (−1)n detΩ

et comme ce déterminant est non nul car une forme symplectique est non
dégénérée, on en déduit

(−1)n = 1

et donc n est pair. On dit qu’une base (e1, . . . , en, ε1, . . . , εn) de E est symplec-
tique si l’on a

ω(ej , ek) = 0, ω(εj , εk) = 0, ω(ej , εk) = δj,k.

La matrice Ω d’une forme symplectique ω dans une base symplectique est de la
forme

Ω =

(
0 In

−In 0

)
et vérifie

Ω2 = −I2n.

Du point de vue de la forme quadratique, l’analyse s’arrête immédiatement
puisque la forme quadratique est nulle. Par contre, l’algèbre symplectique revêt
de nombreux aspects intéressants.
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3.3. Orthogonalité. On peut définir comme dans le cas des produits scalaires,
l’orthogonal d’un sous-ensemble A ⊂ E de l’espace vectoriel E muni d’une forme
bilinéaire symétrique b

A⊥ =
{
x ∈ E : b(x, a) = 0, ∀a ∈ A

}
.

Proposition 3.9. L’orthogonal vérifie les propriétés suivantes

(i) {0}⊥ = E, E⊥ = ker b,

(ii) A⊥ est un sous-espace vectoriel de E contenant ker b,

(iii) Si A ⊂ B alors B⊥ ⊂ A⊥,

(iv) A⊥ = vect(A)⊥,

(v) A ∩A⊥ ⊂ C(q),

(vi) Si b est non dégénérée alors (A⊥)⊥ = vect(A).

(vii) Si F est un sous-espace vectoriel de E et si b est non dégénérée alors

dimF⊥ = n− dimF.

Démonstration. Il s’agit pour les quatre premiers points d’une répétition mu-
tatis mutandi des arguments de la proposition 1.20 dans le cas des produits
scalaires.

(i) La première égalité {0}⊥ = E est claire. La deuxième est la définition
de ker b. Remarquons que l’on voit immediatement que dans le cas
d’une forme bilinéaire b dégénérée

({0}⊥)⊥ = ker b ⊋ {0}.

(ii) Montrons que A⊥ est un sous-espace vectoriel de E, soit x, y ∈ A⊥

alors pour tous λ, µ ∈ R et tout a ∈ A, on a par linéarité de b à gauche

b(λx+ µy, a) = λ b(x, a)︸ ︷︷ ︸
=0

+µ b(y, a)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

et ainsi λx+ µy ∈ A⊥.

(iii) L’implication est claire.

(iv) Comme A ⊂ vect(A), d’après le point précédent vect(A)⊥ ⊂ A⊥.
Réciproquement si x ∈ A⊥ alors pour tout

v =
m∑
j=1

λjaj ∈ vect(A), aj ∈ A

on a par linéarité à droite

b(x, v) =

n∑
j=1

λjb(x, aj) = 0

ce qui donne x ∈ vect(A)⊥, et finalement A⊥ = vect(A)⊥.

(v) Soit x ∈ A ∩A⊥ alors q(x) = b(x, x) = 0.
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(vi) D’après le point précédent

(A⊥)⊥ = (vect(A)⊥)⊥

et il suffit de montrer que pour le sous-espace vectoriel F = vect(A),
on a F⊥ ∩F = ker b∩F . On sait déjà que ker b∩F ⊂ F⊥ ∩F , il suffit
de démontrer l’autre inclusion. Soit x ∈ F ∩ F⊥, on a

b(

(vii) On a

(A⊥)⊥ = (vect(A)⊥)⊥

et il suffit de montrer que pour le sous-espace vectoriel F = vect(A),
on a (F⊥)⊥ = F . Ceci découle de l’inclusion évidente F ⊂ (F⊥)⊥

(valable y compris lorsuqe b est dégénérée) et du point suivant sur les
dimensions.

(viii) On choisit une base (e1, . . . , en) de E et on considère le sous-espace de
Rn

F̃ =

X =

x1
...
xn

 ∈ Rn : x =

n∑
j=1

xjej ∈ F


isomorphe à F de sorte que

dimF = dim F̃ .

On considère également l’orthogonal de F̃ pour le produit scalaire ca-
nonique de Rn

F̃⊥ =
{
Y ∈ Rn : tXY = 0 ∀X ∈ Rn

}
de sorte que

F̃⊥ = n− dim F̃ = n− dimF.

Il suffit de montrer que F⊥ est isomorphe à F̃⊥ pour conclure. Soit
y =

∑
j=1 yjej alors si l’on note

on a l’équivalence

y ∈ F⊥ ⇔ b(x, y) = 0 ∀x ∈ F ⇔ tXBY = 0 ∀X ∈ F̃ ⇔ BY ∈ F̃⊥

et ainsi F⊥ est isomorphe à B−1(F̃⊥) lui même isomorphe à F̃⊥. On
a alors

dim G̃ = n− dim F̃

La proposition est démontrée. □

Définition 3.10. Soit b une forme bilinéaire symétrique. On dit qu’une base
(e1, . . . , en) est b-orthogonale si

b(ej , ek) = 0 j ̸= k

autrement dit si la matrice de b dans cette base est diagonale.
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Notons que dans une base b-othogonale, la forme quadratique q prend une
forme simple

q(x) =
n∑

j=1

bj,jx
2
j , x =

n∑
j=1

xjej

comme une somme de carrés.

3.4. Réduction de Gauss. D’après le théorème de réduction des matrices
symétriques, on sait qu’il existe P ∈ O(n,R) telle que

B = tP

λ1

. . .

λn

P

avec des valeurs propres λj réellles, de telle sorte que pour tout x =
∑n

j=1 xjej ∈
E

q(x) = tXBX =
n∑

j=1

λjy
2
j , Y =

y1
...
yn

 = PX, X =

x1
...
xn


la forme quadratique s’exprime comme une somme de carrés. Cela nécessite de
procéder à une diagonalisation. Y-a-t-il d’autres procédures permettant d’abou-
titr à une forme simple ?

Commençons par examiner le cas de la dimension n = 2. On considère la
forme quadratique

q(x) = ax21 + 2bx1x2 + cx22

avec a, b, c ∈ R et (a, b, c) ̸= (0, 0, 0). La matrice symétrique de la forme polaire
est

B =

(
a b
b c

)
dont le déterminant est

detB = ac− b2 = −∆′, ∆′ = b2 − ac.

Supposons a non nul, on peut utiliser la méthode de complétion des carrés

q(x) = a

(
x1 +

b

a
x2

)2

+

(
c− b2

a

)
x22

pour obtenir une forme plus simple

q(x) = a

(
y21 −

∆

a2
y22

)
avec le changement de variables linéaire

y = x1 +
b

a
, y2 = x2
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qui peut s’écrire sous forme matricielle Y = PX avec une matric inversible
(triangulaire supérieure)

P =

(
1 b

a
0 1

)
.

Si a = 0 et c = 0 alors on peut échanger les rôles de x1 et de x2

q(x) = c

(
x2 +

b

c
x1

)2

− b2

c
x21.

Le changement de variables est cette fois donnée par la matrice inversible (tri-
angulaire inférieure)

P =

(
1 0
b
c 1

)
.

Si a et c sont nuls alors

q(x) = 2bx1x2 =
b

2
(x1 + x2)

2 − b

2
(x1 − x2)

2

et on peut faire le changement de variables

y1 = x1 + x2, y2 = x1 − x2

donnée par la matrice

P =

(
1 1
1 −1

)
.

Le cas général est très similaire. Soit q une forme quadratique dont la forme
polaire a pour matrice B dans une base (e1, . . . , en) de E alors

q(x) =
n∑

j,k=1

bj,kxjxk =
n∑

j=1

bj,jx
2
j + 2

∑
1≤j<k≤n

bj,kxjxk

pour tout

x =
n∑

j=1

xjej ∈ E.

On choisit alors un terme diagonal non nul s’il y en a un ; pour simplifier les
notations supposons que bn,n ̸= 0 (sinon il suffit de permuter les variables), on
a

q(x) =

n∑
j,k=1

bj,kxjxk = bn,nx
2
n + 2

( n∑
j=1

bn,jxj

)
xn +

n−1∑
j,k=1

bj,kxjxk

et on peut utiliser à nouveau la complétion des carrés

q(x) = bn,n

(
xn +

n−1∑
j=1

bn,j
bn,n

xj

)2

+
n−1∑
j,k=1

bj,kxjxk −
1

bn,n

( n−1∑
j=1

bn,jxj

)2

︸ ︷︷ ︸
=p(x′)
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où la forme quadratique

p(x′) =

n−1∑
j,k=1

(
bj,k −

bn,jbn,k
bn,n

)
xjxk

ne dépend que des n− 1 premières variables x′ = (x1, . . . , xn−1). On peut alors
faire le changement de variables linéaire

yn = xn +

n−1∑
j=1

bn,j
bn,n

xj , y′ = x′

dont la matrice est

P =


1 0

. . .
...

1 0
bn,1

bn,n
· · · bn,n−1

bn,n
1

 .

On itère le même processus sur p′ jusqu’à n’avoir que des termes diagonaux
nuls et considérer une forme quadratique de la forme

q(x) = 2
∑

1≤j<k≤n

bj,kxjxk.

L’un des coefficients est non nul ; supposons que cela soit bn−1,n, alors comme
dans le cas de la dimension deux

q(x) = 2bn−1,nxn−1xn + 2

( n−2∑
j=1

bj,nxj

)
xn + 2

( n−2∑
j=1

bj,nxj

)
xn−1

+ 2

n∑
1≤j<k≤n−2

bj,kxjxk

= 2bn−1,n

(
xn +

n−2∑
j=1

bj,n
bn−1,n

xj

)(
xn−1 +

n−2∑
j=1

bj,n−1

bn−1,n
xj

)
︸ ︷︷ ︸

=αβ= 1
4
(α+β)2− 1

4
(α−β)2

+ 2

n∑
1≤j<k≤n−2

bj,kxjxk − 2bn−1,n

( n−2∑
j=1

bj,n
bn−1,n

xj

)( n−2∑
j=1

bj,n−1

bn−1,n
xj

)
︸ ︷︷ ︸

=p(x′′)

=
bn−1,n

2

(
xn−1 + xn +

n−2∑
j=1

bj,n−1 + bj,n
bn−1,n

xj

)2

− bn−1,n

2

(
xn−1 − xn +

n−2∑
j=1

bj,n−1 − bj,n
bn−1,n

xj

)2

+ p(x′′)

et p(x′′) est une forme quadratique (sans termes diagonaux) dépendant des n−2
premières variables x′′ = (x1, . . . , xn−2). On peut donc faire le changement de
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variable linéaire

yn = xn−1 + xn +
n−2∑
j=1

bj,n−1 + bj,n
bn−1,n

xj

yn−1 = xn−1 − xn +
n−2∑
j=1

bj,n−1 − bj,n
bn−1,n

xj

y′′ = x′′

dont la matrice (triangulaire inférieure par blocs) est

P =


1 0 0

. . .
...

...
1 0 0

bn−1,1−bn,1

bn−1,n
· · · bn−2,n−1−bn−2,n

bn−1,n
1 −1

bn−1,1+bn,1

bn−1,n
· · · bn−2,n−1+bn−2,n

bn−1,n
1 1

 .

Lorsque la récurrence se termine, on obtient une forme quadratique de la forme

n∑
j=1

µjy
2
j .

Comme les transformations P apparaissant aux différentes étapes de l’algo-
rithme correspondent à des changements de bases, cet algorithme fournit donc
le résultat suivant.

Théorème 3.11. Pour toute forme quadratique q, il existe une base (g1, . . . , gn)
de E dans laquelle la matrice de la forme quadratique q est diagonaleµ1

. . .

µn

 .

De manière équivalente, lorsque B est la matrice d’une forme quadratique q
dans une base (e1, . . . , en) de E il exitse une matrice inversible P ∈ GL(n,R)
telle que

B = tP

µ1

. . .

µn

P

de sorte que pour tout x =
∑n

j=1 xjej

q(x) =
n∑

j=1

µjy
2
j , Y =

y1
...
yn

 = PX, X =

x1
...
xn

 .

Plus que le résultat, c’est l’algorithme de réduction de Gauss qui est impor-
tant.
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Remarque 3.12. La base (g1, . . . , gn) n’est pas forcément orthonormée et la
matrice P pas forcément orthogonale ! On n’a donc pas en général tP = P−1.
L’algorithme de Gauss n’est pas une diagonalisation de la matrice B et les
valeurs µj ne sont pas en général les valeurs propres de B !

Les valeurs µj sont réelles ; µj est soit nulle, soit positive, soit négative. Quitte
à faire d’autres changement de variables de la forme

yj =
xj√
|µj |

lorsque µj ̸= 0

on peut se ramener aux valeurs 0, 1,−1.

Corollaire 3.13. Pour toute forme quadratique q, il existe une base (g1, . . . , gn)
de E dans laquelle la matrice de la forme quadratique q est de la formeIp

−Iq
0

 .

De manière équivalente, lorsque B est la matrice d’une forme quadratique q
dans une base (e1, . . . , en) de E il exitse une matrice inversible P ∈ GL(n,R)
telle que

B = tP

Ip
−Iq

0

P

de sorte que pour tout x =
∑n

j=1 xjej

q(x) =

p∑
j=1

y2j −
p+q∑

j=p+1

, Y =

y1
...
yn

 = PX, X =

x1
...
xn

 .

Remarque 3.14. Cet algorithme de réduction de Gauss s’apparante à l’algo-
rithme du pivot de Gauss pour calculer le rang d’une matrice ou résoudre un
système linéaire d’équations.

La question de la dépendence des tailles p et q par rapport à l’algorithme
se pose très naturellement. Nous allons voir que ces entiers ne dépendent pas
des changements de variables effectués et constituent la signature de la forme
quadratique q.

3.5. Loi d’inertie de Sylvester. Soit q une forme quadratique, on note

E+ =
{
F sous-espace vectoriel de E tel que q|F est définie négative

}
E− =

{
F sous-espace vectoriel de E tel que q|F est définie positive.

}
et on définit les indices suivants

n− = max
{
dimF : F ∈ E+

}
n+ = max

{
dimF : F ∈ E−

}
.

Définition 3.15. La signature de la forme quadratique q est le couple (n+, n−).



46

Lemme 3.16. Soit b une forme bilinéaire symétrique, et soit (e1, . . . , en) une
base b-orthogonale, notons

J0 =
{
j ∈ {1, . . . , n} : q(ej) = 0

}
alors on a

ker b = vect(ej : j ∈ J0)

et par conséquent
card J0 = n− rg b.

Démonstration. Soit x =
∑

j∈J0 xjej alors pour tout y =
∑n

j=1 yjej ∈ E on a

b(x, y) =
∑
j∈J0

xjyjq(ej) = 0

et réciproquement si x =
∑n

j=1 xjej ∈ ker b alors

b(x, ej) = 0 = xjq(ej)

et donc xj = 0 pour tout j /∈ J0. □

Définition 3.17. On dit que deux formes quadratiques q et q̃ sont équivalentes
s’il existe un endomorphisme inversible u ∈ GL(E) tel que

q̃(x) = q(u(x)), x ∈ E.

On note alors q̃ ∼ q.

Lemme 3.18. ∼ est une relation d’équivalence.

Démonstration. Cette relation est

(i) réflexive, car il suffit de choisir u = IdE ,

(ii) symétrique car si q̃ ∼ q alors il existe u ∈ GL(E) tel que

q̃(x) = q(u(x)), x ∈ E

et par conséquent

q(x) = q̃(u−1(x)), x ∈ E.

(iii) transitive car si q̃ ∼ q̂ et q̂ ∼ q alors il existe u, v ∈ GL(E) tels que

q̃(x) = q̂(u(x)), q̂(x) = q(v(x)), x ∈ E

et par conséquent

q̃x) = q(v ◦ u(x)), x ∈ E.

C’est donc bien une relation d’équivalence. □

Par polarisation, si deux formes quadratiques q̃ et q sont équivalentes alors
leurs formes polaires respectives b et b̃ sont rliées par

b̃(x, y) = b(u(x), u(y))

où u est un endomorphisme inversible. En particulier, si (e1, . . . , en) est une

base b-orthogonale alors (u−1(e1), . . . , u
−1(en)) est b̃-orthogonale. En outre, en

raisonnant sur les matrices, on voit que q et q̃ sont équivalentes si et seulement
s’il existe U ∈ GL(n,R) telle que

B̃ = tUBU.
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Théorème 3.19. Soit q une forme quadratique sur E, et b la forme polaire
associée alors pour toute base (e1, . . . , en) b-orthogonale, on a

n− = card(j ∈ {1, . . . , n} : q(ej) < 0
}
,

n+ = card(j ∈ {1, . . . , n} : q(ej) > 0
}

et n−+n+ = rg(b). Deux formes quadratiques sont équivalentes si et seulement
si elles ont même signature.

Démonstration. Soient (e1, . . . , en) et (f1, . . . , fn) deux bases b-orthogonales.
On note r = rg(b) et

I± =
{
j ∈ {1, . . . , n} : ±q(ej) > 0

}
J± =

{
j ∈ {1, . . . , n} : ±q(fj) > 0

}
.

D’après le lemme 3.16, on a

card I+ + card I− = r, card J+ + card J− = r.

On considère alors la famille B = ((ej)j∈I+ , (fj)j∈J−) et F le sous-espace vecto-
riel engendré par cette famille. La famille B est libre car si l’on a∑

j∈I+

λjej +
∑
j∈J−

µjfj = 0

alors on en déduit ∑
j∈I+

λjej = −
∑
j∈J−

µjfj

et en appliquant la forme quadratique aux deux membres de l’égalité∑
j∈I+

λ2
jq(ej)︸ ︷︷ ︸

≥0

=
∑
j∈J−

µ2
jq(fj)︸ ︷︷ ︸

≤0

on tire ∑
j∈I+

λ2
jq(ej) =

∑
j∈J−

µ2
jq(fj) = 0

et ainsi λj = 0 pour tout j ∈ I+ et µj = 0 pour tout j ∈ I−. En outre, on a

F ∩ ker b = {0}.

En effet supposons que

x =
∑
j∈I+

λjej︸ ︷︷ ︸
=x+

+
∑
j∈J−

µjfj︸ ︷︷ ︸
=x−

soit dans le noyau ker b de b alors on a

0 = b(x, x+) = q(x+) + b(x−, x+)

0 = b(x, x−) = q(x−) + b(x+, x−)

ce qui implique

q(x−) = q(x+)
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soit comme auparavant ∑
j∈I+

λ2
jq(ej)︸ ︷︷ ︸

≥0

=
∑
j∈J−

µ2
jq(fj)︸ ︷︷ ︸

≤0

ce qui n’est possible que si x+ = 0 et x− = 0 et ainsi x = 0. On en déduit

dimF + dimker b = dim(F ⊕ ker b) ≤ n

soit
card I+ + card J− + n− r = card I+ + n− card J+ ≤ n

qui implique
card I+ ≤ card J+.

En intervertissant les rôles des bases (e1, . . . , en) et (f1, . . . , fn) on obtient
l’inégalité dans l’autre sens et donc finalement l’égalité

card I+ = card J+

qui donne également
card I− = card J−.

Montrons maintenant que pour une base b-orthogonale bien choisie — et
donc pour toutes base b-orthogonale, d’après la première partie de cette preuve
—, on a card I+ = n+ et card I− = n−. Considérons un sous-espace vectoriel
F ∈ E+ de dimension n+, choisissons

3 une base b-orthogonale (e1, . . . , en+) de
F , comme tout vecteur se décompose sous la forme

x =

n+∑
j=1

b(x, ej)

q(ej)
ej︸ ︷︷ ︸

∈F

+x−
n+∑
j=1

b(x, ej)

q(ej)
ej︸ ︷︷ ︸

∈F⊥

et comme
F ∩ F⊥ ⊂ C(q) ∩ F = {0}

on a
E = F ⊕ F⊥.

On peut alors compléter 4 (e1, . . . , en+) en une base b-orthogonale (e1, . . . , en).
Ainsi, on a

F = vect(e1, . . . , en+), F⊥ = vect(en++1, . . . , en)

et de plus
q(ej) ≤ 0, j ≥ n+ + 1

car si l’on avait q(ej0) > 0 pour un j0 ≥ n++1 alors q serait définie positive sur
F ⊕Rej0 ce qui contredirait le caractère maximal de n+. La première partie de
la preuve implique ainsi

n+ = dimF = card I+.

Les mêmes arguments, en remplaçant q par −q donnent

n− = card I−.

3. Par exemple, par une réduction de Gauss de q|F .
4. Par exemple, par une réduction de Gauss de q|F⊥ .
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Supposons maintenant que deux formes quadratiques q et q̃ sont équivalentes,
alors il existe un endomorphisme inversible u ∈ GL(E) tel que

q̃(x) = q(u(x)), x ∈ E.

Soient b et b̃ les formes polaires respectives de q et q̃. Si (e1, . . . , en) est une base

b-orthogonale alors (ẽ1 = u−1(e1), . . . , ẽn = u−1(en)) est une base b̃-orthogonale.
Le fait que

q̃(ẽj) = q(u(ẽj)) = q(ej)

implique donc que q et q̃ aient même signature. Réciproquement supposons que
deux formes quadratiques q et q̃ aient même signature (n+, n−). Considérons

les formes polaires respectives b et b̃ de q et q̃. Alors par réduction de Gauss
(corollaire 3.13), il existe une base b-orthogonale (g1, . . . , gn) et une base b̃-
orthogonale (g̃1, . . . , g̃n) de E dans lesquelles les matrices des formes polaires b

et b̃ sont égales à In+

−In−

0

 .

Soit l’endomorphisme u : E → E qui envoie la base (g̃1, . . . , g̃n) sur la base
(g1, . . . , gn) alors

b̃(x, y) = b(u(x), u(y))

et on en déduit l’équivalence de q et q̃. □

Corollaire 3.20. Soit q une forme quadratique de signature (n+, n−), b sa
forme polaire et B la matrice de b dans une base de E. Le nombre de valeurs
propres de B (comptées avec multiplicité) positives est n+, le nombre de valeurs
propres (comptées avec multiplicité) positives est n−.

Démonstration. Notons (e1, . . . , en) la base de E dans laquelle la matrice de la
forme polaire b est B. Il suffit de diagonaliser B, il existe une matrice orthogo-
nale P = (pj,k)1≤j,k≤n ∈ O(n,R) telle que

B = tP

λ1

. . .

λn

P.

La base (g1, . . . , gn) donnée par la matrice P

gj =

n∑
k=1

pj,kek

est b-orthogonale, et dans cette nouvelle base, la matrice de b estλ1

. . .

λn

 .

Le résultat découle donc de la loi d’inertie de Sylvester. □
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4. Dualité

Dans cette section, on choisit la notation (e1, . . . , en) (indice en exposant)
pour une base de vecteurs.

4.1. Formes linéaires.

Définition 4.1. Une forme linéaire sur E (ou un covecteur) est une application
linéaire à valeurs dans le crops des scalaires. Le dual (algébrique) de E est
l’espace vectoriel des formes linéaires sur E. On note E∗ cet espace vectoriel.
Le bidual de E est le dual E∗∗ du dual.

Le dual est de même dimension que E

dimE∗ = dimL(E,R) = n× 1 = dimE.

Exemple 4.2.

1. La trace est une forme linéaire sur l’espace vectoriel des matrices carrées.

2. L’évaluation P → P (a) en un nombre a ∈ R est une forme linéaire sur
l’espace Rn[X] des polynômes de degré inférieur ou égal à n.

3. Si (E, ⟨ · , · ⟩) est un espace euclidien alors x 7→ ⟨x, a⟩ est une forme linéaire.

4. Si E est un espace vectoriel normé (de dimension finie) et f : E → R est
une fonction différentiable en x0 alors la différentielle Dx0f est une forme
linéaire.

5. Dans une vectoriel E, l’application x 7→ xj qui à un vecteur x =
∑n

j=1 xje
j

fait correspondre sa j-ième coordonnée dans une base (e1, . . . , en) de E est
une forme linéaire.

Lemme 4.3. Un vecteur x ∈ E qui annule

ξ(x) = 0

toute forme linéaire ξ ∈ E∗ est nul.

Démonstration. On choisit une base (e1, . . . , en) de E, l’application qui à un vec-
teur fait correspondre sa j-ième coordonnée dans la base est une forme linéaire.
Les coordonnés de x dans cette base sont donc toutes nulles. □

Théorème 4.4. Soit x ∈ E, on note δx : E∗ → R la forme d’évaluation

δx(ξ) = ξ(x)

d’une forme ξ ∈ E∗ en x. L’application

∆ : E → E∗∗

x 7→ δx

est un isomorphisme. Le bidual est donc (canoniquement) isomorphe à l’espace
E.

Démonstration. L’application ∆ est linéaire car

δαx+βy(ξ) = ξ(αx+ βy) = αξ(x) + βξ(y) = (αδx + βδy)(ξ)

et son noyau est trivial
ker∆ = {0}.



51

En effet, si x ∈ ker∆ alors

ξ(x) = 0

pour toute forme linéaire ξ ∈ E∗ ce qui entrâıne x = 0 d’après le lemme
précédent. Comme E et E∗∗ ont même dimension, c’est bien un isomorphisme.

□

De même, l’espace et son dual sont isomorphes mais l’isomorphisme n’est pas
canonique et dépend d’une base choisie sur E.

4.2. Bases duales et préduales. Soit (e1, . . . , en) une base de E alors tout
vecteur x ∈ E se décompose de manière unique dans la base

x =
n∑

j=1

xje
j

l’application

εj : E → R

x 7→ xj

qui à un vecteur associe sa j-ième coordonnée est une forme linéaire. Elle vérifie

εj(e
k) = δj,k.

où rappelons que

δj,k =

{
1 si j = k

0 si j ̸= k
.

La famille (ε1, . . . , εn) est une base de E∗. En effet, supposons que

n∑
j=1

λjεj = 0

alors en évaluant en x = ek, on obtient

λk = 0

et en outre comme on a pour tout ξ ∈ E et tout x ∈ E

ξ(x) =

n∑
j=1

xjξ(e
j) =

n∑
j=1

ξ(ej)εj(x)

on en déduit la décomposition de toute forme linéaire ξ ∈ E∗ dans la base

ξ =

n∑
j=1

ξ(ej)εj .

De même, la décomposition d’un vecteur x ∈ E s’écrit

x =
n∑

j=1

εj(x)e
j .

Définition 4.5. La base (ε1, . . . , εn) est appelée la base duale de (e1, . . . , en).
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Exemple 4.6. Soit E un espace euclidien et (e1, . . . , en) une base orthonormée
alors la base duale est donnée par

εj = ⟨ · , ej⟩.

On définit à présent les isomorphismes musicaux construit en identifiant les
bases et leurs duales. L’application dièse ♯ : E∗ → E est celle qui envoie la base
duale sur la base, elle hausse les indices

(εj)
♯ = ej

elle est donc donnée par

ξ♯ =

n∑
j=1

ξ(ej)ej

et l’application bémol ♭ : E → E∗ est celle qui envoie la base de E sur sa duale,
elle abaisse les indices

(ej)♭ = εj

et est donnée par

x♭ =
n∑

j=1

εj(x)εj .

Par construction, les ismorphismes musicaux sont réciproques l’un de l’autre.

Exemple 4.7. Soit E un espace euclidien et (e1, . . . , en) une base orthonormée
alors

x♭(y) =
n∑

j=1

⟨x, ej⟩⟨y, ej⟩ = ⟨x, y⟩.

On voit que l’on peut donc également représenter toute forme linéaire ξ (de
manière unique) par un vecteur x (comme un produit scalaire avec ce vecteur).
C’est une autre manière de construire un isomorphisme (qui dépend cette fois
du produit scalaire) entre un espace et son dual.

Théorème 4.8 (Riesz). L’application linéaire

E 7→ E∗

x 7→ ⟨x, · ⟩
est un isomorphisme.

Démonstration. Pour des raions de dimension, il suffit de vérifier l’injectivité ;
si un vecteur x est dans le noyau alors

⟨x, y⟩ = 0

pour tout vecteur y ∈ E et donc x = 0. □

Proposition 4.9. Soit (e1, . . . , en) et (h1, . . . , hn) deux bases de E et P la
matrice de passage de la base (e1, . . . , en) à la base (h1, . . . hn), donnée par

hj =
∑
k=1

pk,je
k
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alors la matrice de passage de la base (ε1, . . . , εn) duale de (e1, . . . , en) à la base
(η1, . . . , ηn) duale de (h1, . . . , hn) est

Q = tP−1.

Démonstration. On décompose la forme ηj dans la base duale de (e1, . . . , en)

ηj =
n∑

k=1

ηj(e
k)εk

or par définition ηj(e
k) est le j-ième coefficient de la décomposition de ek dans

la base (h1, . . . , hn),

ek =
n∑

j=1

qj,kh
j

c’est à dire qj,k où Q = P−1 = (qj,k)1≤j,k≤n est la matrice de passage de la base
(h1, . . . hn) à la base (e1, . . . , en). La matrice de passage recherchée est donc
tQ = tP−1. □

Soit (ε1, . . . , εn) une base du dual E∗, on peut considérer la base duale
(ε∗1, . . . , ε

∗
n) dans E∗∗ puis identifier cette base dans E via l’isomorphisme ca-

nonique ∆

ej = ∆−1(ε∗j ).

Lemme 4.10. La base duale de la base (e1, . . . , en) construite de cette façon
est (ε1, . . . , εn).

Démonstration. En effet, on a

∆(ej) = ε∗j

donc

δej = ε∗j

et ainsi

εk(e
j) = δej (ε

k) = ε∗j (εk) = δj,k

ce qui signifie que base duale de (e1, . . . , en) est (ε1, . . . , εn). □

On a donc montré que tout base du dual est la base duale d’une base de
E. Il n’y en a pas d’autre car si (e1, . . . , en) et (ẽ1, . . . , ẽn) ont toutes les deux
(ε1, . . . , εn) comme base duale alors

εj(e
k − ẽk) = 0

pour tout j, k ∈ {1, . . . , n}, ce qui implique que

ξ(ek − ẽk) = 0

pour toute forme linéaire ξ et donc ∆(ek − ẽk) = 0 qui entrâıne ek = ẽk.

Définition 4.11. L’unique base (e1, . . . , en) dont la base duale est (ε1, . . . , εn)
ainsi construite est appelée la base préduale de (e1, . . . , en).
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4.3. Hyperplans.

Définition 4.12. Un hyperplan d’un espace vectoriel E est le noyau d’une
forme linéaire ν ∈ E∗ non nulle.

Si H = ker ν est un hyperplan alors par le théorème du rang

dimH = dimker ν = n− 1

car l’image ν(E) d’une forme linéaire ν non nulle est R. Par le théorème de
Riesz, il existe N ∈ E \ {0} tel que

ν(x) = ⟨N, x⟩
et donc

H = ker ν = N⊥.

Le vecteur N est la normale à l’hyperplan H est la forme (ou covecteur) ν est
la conormle à H.

Lemme 4.13. Soit ν ∈ E∗ \ {0} alors pour tout x ∈ E \ ker ν on a

E = ker ν ⊕Rx.

Démonstration. Montrons que ker ν ∩Rx = {0}. Soit λx ∈ ker ν alors

ν(λx) = λ ν(x)︸︷︷︸
̸=0

= 0

donc λ = 0. Montrons que E = ker ν+Rx. Cela peut se faire par un argumenet
dimensionnel mais nous allons faire une pruve directe ; tout vecteur y ∈ E se
décompose sous la forme

y =
ν(y)

ν(x)
x︸ ︷︷ ︸

∈Rx

+ y − ν(y)

ν(x)
x︸ ︷︷ ︸

∈ker ν

ce qui conclut la preuve. □

Corollaire 4.14. Deux formes linéaires sont proportionnelles si et seulement
si elles ont même noyau.

Démonstration. Soit ξ et ζ deux formes linéaires qui ont même noyau H =
ker ξ = ker η. Si les formes sont nulles alors elles sont proportionnelles. SI elles
ne sont pas nulles alors il existe x ∈ E \ {0} tel que ξ(x) ̸= 0 et η(x) ̸= 0.
Montrons que

ξ =
ξ(x)

η(x)
η.

D’après le lemme précédent 4.13, on a

E = H ⊕Rx

et donc pour tout y = h+ λx ∈ E avec h ∈ H et λ ∈ R, on vérifie

ξ(h+ λx) = λξ(x) =
ξ(x)

η(x)
λη(x) =

ξ(x)

η(x)
η(h+ λx)

ce qui démotre le résultat. □
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Proposition 4.15. Tout sous-espace vectoriel de E de dimension n− 1 est un
hyperplan.

Démonstration. Soit H un espace vectoriel de dimension n − 1 alors il existe
une droite Rx (avec x ̸= 0) supplémentaire de H

E = H ⊕Rx

et on définit u : E → R de la manière suivante

ν(h+ λx) = λ

pour tout vecteur y = h+ λx ∈ E avec h ∈ H et λ ∈ R. On a

ker ν = H

et H est donc un hyperplan. □

4.4. Quelques commentaires sur les formes quadratiques. Soit b une
forme bilinéaire alors on peut considérer la forme linéaire βy ∈ E∗

βy(x) = b(x, y)

et l’application

β : E → E∗

y 7→ βy.

Notons que
ker b =

{
y ∈ E : βy = 0

}
= kerβ

donc b est non dégénérée si et seulement si β est un isomorphisme. Ainsi toute
forme bilinéaire non dégénérée induit un isomorphisme entre l’espace et son
dual.

Si (e1, . . . , en) est une base de E et (ε1, . . . , εn) sa base duale alors pour tous
vecteurs x =

∑n
j=1 xje

j et y =
∑n

j=1 yje
j

b(x, y) =
n∑

j,k=1

bj,kxjyk

et ainsi

b =
n∑

j,k=1

bj,k εj ⊗ εk

où le produit tensoriel εj ⊗ εk : E × E → R est la forme bilinéaire définie par

εj ⊗ εk(x, y) = εj(x)εk(y) = xjyk.

La forme quadratique associée est donc donnée par

q =

n∑
j,k=1

bj,k εj εk

Si l’on revient sur l’endomorphisme β : E → E∗ associé à la forme bilinéaire
b, la décompositiion de βy ∈ E∗ dans la base duale s’écrit

βy =
n∑

k=1

βy(e
k)εk =

n∑
k=1

b(ek, y)εk
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et ainsi

βej =

n∑
k=1

b(ek, ej)εk

et donc la matrice de l’endomorphisme β dans la base (e1, . . . , en) de E et sa
base duale (ε1, . . . , εn) de E∗ est la matrice

B = (b(ej , ek))1≤j,k≤n

de la forme bilinéaire b.
On pourrait décrire la réduction de ce Gauss dans ce contexte, mais on se

contente de ces dernières remarques impressionistes.
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