Université de Lorraine 2024
Licence 2 (Semestre 2) - Algebre bilinéaire TD n°5

Formes quadratiques et dualité

Exercice 1

Pour chacune des formes quadratiques suivantes, écrire la matrice de la forme polaire b dans la base ca-
nonique, la réduire selon Gauss, déterminer son rang, sa signature, son noyau et une base b-orthogonale.

1.

CLl W

q(v) = 22% — 203 — 623 + 3179 — 4173 + T20T3.
q(x) = :v% + 3:6% + 5:6% + 4x1x0 + 62123 + 22973

(
(z)
q(x)
€]
(z)

3:E% + 3:E% + 3:E§ — 22129 — 2x123 — 2T073.
q(x) = 120 + 21123 + 22124 + Tox3 + 4014 + 21374

q(T) = X172 + T2x3 + T3T4 + T4T1

Exercice 2

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (e, ez, e3) et a un réel. Soit ¢ la
forme quadratique définie sur E pour tout vecteur x de E de coordonnées 1, xs,x3 dans B par :

BOERATEE ol R

q(z) =22 + (1 +a)zd + (1 + a+ a®)as + 2z129 — 2ax013

Déterminer la matrice B de la forme polaire de ¢ dans la base B.

Calculer le déterminant de B.

Pour quelles valeurs de a la forme ¢ est-elle non dégénérée ?

Réduire ¢ et déterminer son noyau, son rang et sa signature en fonction de a.
Déterminer une base orthogonale pour b.

En déduire une matrice inversible telle que D = 'PBP soit diagonale.

Exercice 3

Soit @ un réel. Considérons sur R* la forme quadratique suivante :

1.
2.
3.
4.

qo(z,y, 2,t) = a’x? + 2axy + 2axz + 2axt — 2yt — 2zt

Ecrire la matrice de ¢, dans la base canonique de R?.
En déduire le rang de ¢, en fonction de a. Quelle est la dimension de ker g, ?
Réduire en carré g, a I'aide de la méthode de Gauss selon les valeurs de a.

En déduire la signature de g, en fonction de a.

Exercice 4

On considére sur R? muni de sa base canonique C = (e1, 2, e3) les deux formes quadratiques suivantes :

1.
2.

a(z,y,2) =2y —yz+az , qlz,y,z) =a®+ 2%+ 220y + 222

Réduire en carré q; et go a ’aide de la méthode de Gauss.

Montrer que ¢ et g2 ont méme rang et méme signature.



Exercice 5
On définit I'application ¢ sur Ry[X] par :
VP € Ry[X], q(P) = P'(1)? — P'(0)?

Montrer que g est une forme quadratique dont on déterminera la forme polaire ¢.
Déterminer la matrice de ¢ dans la base (1, X, X?2).

Déterminer le noyau et le cone isotrope de g. Sont-ils des sous-espaces vectoriels de Ra[X]?
q est-elle non dégénérée ? Définie 7 Positive ou négative ?

DAOterminer {X2}1¢ et {1}1e.
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Exercice 6

Soit n > 1 un entier. Considérons I'application ¢ : M(n, R) — R, A ~ tr(A?).

Montrer que g est une forme quadratique et déterminer sa forme polaire .
Montrer que S, (R) et A, (R) sont g-orthogonaux.

Montrer que la restriction de ¢ & S,,(R) est une forme quadratique définie positive.

Que peut-on dire de la restriction de ¢ & A,(R)?
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En déduire la signature et le rang de gq.
Exercice 7

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et z,y € E. Montrer que x = y si et seulement si pour
tout ¢ € E, p(x) = ¢(y).

Exercice 8

K désigne le corps R ou C. Soient n un entier naturel non nul et xg,x1...,x, n + 1 scalaires de K
deux & deux distincts.
T — T
1. Montrer que la famille (Lo, L1, ..., L,) de polynémes définis par L;(x) = H ) est une
o<j<n i T T
J#i

base de E = K,,[X].
2. Déterminer sa base duale.

3. On suppose que K = R et que les points z; sont dans un intervalle [a, b]. Montrer qu’il existe
des constantes réelles uniquement déterminées «, . .., a, telles que :

b n
W%KML/P@ﬁ:Z%H@)
a =0

4. Détailler le cas oun =2, zg = a,x1 = “T"'b et x9 = b, pour obtenir la formule de Simpson (ou

formule des trois niveaux) :
b—a
6

{P(a) +4P (a ; b) + P(b)}

VP € Rofa] | /bP(t)dtz



